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Chapter 1

深度学习介绍

深度学习, 这个听起来有些“高大上”的名词，正在悄然地改变我们的生活。不信? 让我们
看看身边的例子。假如你是一位手机视频应用的重度用户，那么你一定对视频中人脸特效、动
态贴纸的神奇效果印象深刻。无论是变身呆萌的兔子，还是画上复杂的妆容, 这些都得益于深
度学习在计算机视觉领域取得的突破性进展。通过对海量人脸数据的学习，深度学习模型可以
精准地识别人脸特征，实现实时的人脸检测、跟踪和特效合成。
如果你经常使用智能音箱并与其对话，你会发现它们的语音识别和自然语言理解能力越来

越强。它能够准确地将你的语音指令转化为文本，并根据语义给出合适的反馈, 这背后也凝聚
着深度学习的力量。深度学习通过学习大量的语音和文本数据，构建声学模型和语言模型, 让
机器“懂”得人类的语言。
你有没有被手机相册中自动生成的影集、视频集锦所惊喜到? 这些看似智能的操作，其实

是深度学习在多媒体内容理解中的应用。通过对图像、视频内容的语义进行分析，深度学习算
法能自动为照片打上标签, 识别出人物、场景、物体等, 进而智能生成相关的影集。
围棋爱好者也许听说过 AlphaGo 战胜人类顶尖棋手的事迹。这标志着深度学习在博弈领

域的里程碑式突破。通过深度强化学习算法，AlphaGo 从海量棋谱数据中自主学习，掌握了高
超的棋艺, 展现出非凡的决策能力，开创了人工智能在棋类游戏上的新纪元。
这些只是深度学习应用的冰山一角。在医疗、金融、安防、自动驾驶等众多领域，深度学

习正展现出强大的能力，推动着人工智能飞速发展。那么，深度学习究竟是什么? 它为何能取
得如此惊艳的成果? 通过本书的学习，我们将一起揭开它的神秘面纱。
在过去的十年里，以深度学习为代表的人工智能算法的发展如同一场革命，极大地提升

了机器的智能水平。从谷歌的 AlphaGo 在围棋比赛中战胜世界冠军李世石，到 DeepMind 的
AlphaFold 在长期困扰生物学领域的蛋白质折叠问题上取得了重大突破，再到 OpenAI 的通用
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大语言模型 GPT4、视频生成模型 Sora 的问世，这些成就不仅是技术的突破，更是人类对机
器智能潜力重新认识的开始。这些令人瞩目的进展，得益于深度学习技术的强大推动力。
深度学习，这一受人脑结构启发的算法，已成为当今人工智能研究和应用的核心。其本质

在于神经网络能够通过拟合海量数据来学习和提取其中复杂的模式和特征。这种方法的强大之
处在于其能够自适应地从数据中学习到解决问题所需的关键信息，而无需人工进行特征提取和
选择，这提供了解决先前难以攻克问题的新途径。
随着深度学习的快速发展和应用，我们见证了从视觉识别、语言理解到游戏策略等多个领

域的惊人成就。然而，深度学习并非一蹴而就的技术，它的成功建立在对神经网络框架深入的
理解和不断的探索上。

科普篇

什么是数据拟合？

数据拟合是一种在观测数据中寻找规律的方法。想象你有一堆散点数据, 数据拟合就像是
在这些点之间画一条最佳的线或曲线。这条线或曲线应该尽可能地靠近所有的数据点, 以便能
够最好地描述这些数据的整体趋势。这个过程就像是在解一个拼图, 我们试图找到一个模型或
函数, 能够最好地匹配和解释我们看到的数据。这个模型不仅能描述已有的数据, 还能用来预
测新的、未见过的数据。在实际应用中, 数据拟合被广泛用于各种领域, 从简单的线性回归到
复杂的机器学习算法, 都是在尝试从数据中提取有意义的模式和关系。

什么是神经网络？它与数据拟合之间有什么联系？

神经网络是一种受人脑结构启发的数学模型，用于拟合复杂的数据关系。它由多层相互连
接的” 神经元” 组成, 每一层都将信息传递到下一层。

神经网络的核心在于它能够通过大量数据的” 训练” 来自动学习复杂的模式。每个神经元
都有自己的权重和偏置, 这些参数在训练过程中不断调整, 使得整个网络能够更好地拟合输入
数据和预期输出之间的关系。简单的神经网络可能只有输入层、隐藏层和输出层, 而更复杂的
网络可能包含多个隐藏层, 甚至是不同的结构，每一层都专注于提取数据的不同特征。这种层
次结构使得神经网络能够处理从简单到非常复杂的问题, 如图像识别、语音处理和自然语言处
理等。
神经网络与数据拟合有着密切的联系。实际上，神经网络可以被看作是一种高度灵活和强

大的数据拟合工具。当我们使用神经网络进行数据拟合时，网络的目标是学习一个复杂的函
数，该函数能够最好地描述输入数据和输出结果之间的关系。
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神经网络有哪些值得关注的部分？

在本章中我们列出以下四个神经网络从数据中学习模式的过程中非常重要的部分：

损失函数 损失函数用于度量模型预测和真实值的差异。

损失景观 损失景观描述了模型的误差随模型参数改变的全貌，是优化过程中的地形图。

优化方法 神经网络在复杂的损失景观中找到最优解的方法。

参数初始化 参数初始化则关乎如何在损失景观中选取合适的初始点来启动训练过程，以帮助
模型提高训练速度以及找到更优的解，它与模型的泛化能力有很强的关联。

神经网络是万能的么？

既然神经网络可以完成很多复杂的任务，那么随便给一个数据拟合的问题，神经网络都可
以很好的完成任务么？答案是否定的。

没有免费午餐定理 该定理的核心思想是在所有可能的问题分布上，所有算法的平均性能是相
同的。这一定理说明神经网络并不是万能的，无法在所有任务上达到最优效果。
在这一章中，我们简要的讲解深度学习的一些基础知识，希望激发读者对深度学习的好奇

心和理解深度学习的热情。深度学习虽有其直观的魅力，但要真正建立理解，还是需要下一番
功夫观察实验现象，掌握理论基础。本书的后续章节将帮助大家更深入地理解深度学习的底层
现象和机制。

1.1 数据拟合

在我们生活的世界里，随处可见各种各样的数据。从日常生活到科学研究，我们时刻都在
接触和分析各种数据。例如，我们可以通过观察一个城市不同时间的温度变化数据，来研究该
城市的气候特点；又比如说，一位医生会收集大量病人的症状和体征数据，借此来判断疾病的
种类和严重程度。这些例子都说明了数据对我们认识世界、解决问题有着重要的意义。
然而，单纯地收集数据并不能直接让我们洞悉数据背后隐藏的规律。我们需要运用一定

的数学工具和计算方法，来挖掘数据所蕴含的有价值信息，也就是我们通常所说的数据拟合
（data fitting）。如图 1.1所示，左图是用线性函数拟合数据，右图为通过二次函数拟合数据。
数据拟合旨在从数据中学到一个数学模型，使其能很好地逼近产生数据的客观规律。我们将
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这个规律的函数表达称之为目标函数（target function）。在深度学习中，对于图像分类问
题，其一个参考性的目标函数可以看作由我们大脑中的生物神经网络给出。例如，在构建如
ImageNet 这样的图像分类数据集时，在收集大量的图像数据之外，需要动用大量的人力对它
们进行标注，从而形成一个以人脑为参考的数据集。对于一千类别的 ImageNet 数据集，当前
最好的深度学习算法已经达到了惊人的约 90% 的测试准确率。值得注意的是，这还不能说明
学到的神经网络分类函数已经足够接近人脑分类函数。我们经常观察到，一个肉眼不可察觉的
扰动可以对神经网络分类的结果带来巨大的改变。比如，在一个自然图像上泛化好的神经网络
对于有噪音干扰的图像输入，并不能很好的完成预测。寻求更好的深度学习算法，使其更好地
逼近人脑分类函数，特别是对于有噪音干扰的图像输入，仍然是深度学习算法研究的一个重要
问题。
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(a) 线性函数拟合
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(b) 二次函数拟合

图 1.1: 数据拟合示意图

形式上，我们将数据记为 S = {(xi, yi)}ni=1 ⊂ X ×Y，其中 X ⊂ Rd 被称为样本集（sample
set），Y ⊂ Rdo 被称为标签集（label set）。其中 d 为数据维度，do 是输出维数，n 是样本的
数量。为了表述的方便，我们假设输出维数 do = 1。目标函数通常被记作 f∗ : X → Y。在本
书中，我们默认数据从目标函数中采出，即 yi = f∗(xi)，其中 i = 1, · · · , n。在这里，X 表
示输入空间，Y 表示输出空间，而 xi 和 yi 分别代表第 i 个观测的输入和输出。我们使用的
机器学习模型记作 fθ(xi)，其中 θ 为模型的参数。当 θ 变化时，{fθ}θ 就形成了一个函数空
间。当给定一组数据的时候，我们希望从这个函数空间中找到一个最佳函数来逼近这组数据背
后的目标函数。为了实现这一点，我们通常会定义一个损失函数 (loss function) 来衡量模型
预测值和真实值之间的差距，然后通过优化算法调整 θ，以最小化损失函数。这个过程就是我
们通常说的模型训练。通过这种方法，我们希望最终得到的模型 fθ 能够在整个输入空间，特
别是在未见输入上，与目标函数 f∗ 足够接近。
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注 1. 线性拟合是机器学习中一种基础的算法，其模型为 fθ(x) = Ax+b，其中参数 θ = (A, b)。

注 2. 深度学习是当前最重要的机器学习算法，它使用神经网络模型拟合数据。一个简单的两层
全连接神经网络模型可以表示为 fθ(x) =

∑m
j=1 ajσ(wj ·x+bj)，其中参数 θ = {(aj ,wj , bj)}mj=1，

σ 是一个非线性函数，常被称为激活函数。

为了刻画模型的预测效果，我们需要选择合理的损失函数来度量模型与目标函数的距离。
损失函数通常记为 ℓ(fθ(x), y)，它度量预测标签与真实标签之间的差距。一个直观且使用较为
广泛的损失函数为 L2 损失函数，或称为均方差（Mean Squared Error, MSE），其表达式为：

ℓ(fθ(x), y) = ℓ(fθ(x), f
∗(x)) = (fθ(x)− f∗(x))2.

通常情况下，目标函数并不是已知的，只有训练数据（或称训练集）是可以获得的。模型
在训练集上逼近的好坏由训练集在损失函数上的值，即训练误差 (training error，或叫经验风
险，empirical risk) 来度量，其定义为:

RS =
1

n

n∑
i=1

ℓ(fθ(xi), yi). (1.1)

实际中，我们通过最小化训练误差来获得拟合模型，即

min
θ
RS .

这就是广为人知的经验风险最小化问题 (Empirical Risk Minimization，ERM)。
对于一个一般的机器学习方法，比如神经网络方法，评估拟合得到的函数与目标函数之间

的差距对于评价算法的好坏至关重要。理论上，对于输入服从分布 D 的数据，这种差距通常
由拟合函数的群体风险 (population risk) 或者泛化误差 (generalization error) 度量

RD = Ex∼Dℓ(fθ(x), f
∗(x)),

其中 Ex∼D 表示关于输入数据的分布求期望。

注 3. 值得注意的是，如果输入分布 D 集中在一个低维流形上，低泛化误差并不表明拟合函数
在全空间上接近目标函数。一个简单的例子是数据分布在一个二维空间的单位圆 (x21+x22 = 1)
他是一个嵌入二维空间的一维流形，那么在这些数据上泛化误差比较小并不意味着在整个二维
空间上都比较拟合的比较好。比如天气预报中，虽然模型可能在历史数据上显示出很低的泛化
误差，表明其能准确预测大多数日常天气，但这并不意味着它能在极端气候条件下 (如罕见的
暴风雪或极端高温) 准确预测，因为这些情况在数据中很少出现，模型对这部分的拟合能力可
能并不足。又比如图像分类问题，尽管我们利用深度学习已经在无噪音干扰的自然图像分布上
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取得了较低泛化误差，而自然图像分布在一个特定的流形上，但是就整个图像空间而言，特别
是在那些经过特定噪声干扰的自然图像输入上，这些神经网络分类函数仍与目标函数差异巨
大。

在实践中，由于目标函数一般无法获得，我们无法精确计算以上期望。通常的做法是通过
采集另外一组测试数据 {(xtestj , ytestj )}n′

i=1 并且计算拟合函数在这组数据上的平均损失来估算
上述泛化误差。这一测试数据上的损失值被称为测试误差（test loss）：

Rtest =
1

n′

n′∑
j=1

ℓ(fθ(x
test
j ), f∗(xtestj )).

通常我们把泛化误差和训练误差的差值定义为泛化差距 (generalization gap)，即

Rgap = RD −RS .

在实际训练中，我们可以通过增加训练样本量来减小泛化差距。这样，当模型通过训练取得了
较小的训练误差 RS 时，其泛化误差 RD 也会比较小，即拟合函数与目标函数在分布 D 上足
够接近。
测试集主要用于评估训练后模型的泛化能力，但不可直接用于调试模型，否则会因隐式地

引入测试集信息而导致评估结果出现偏差，影响测试的公正性。为此，通常需要引入一个在训
练阶段未见过的也与测试集不同的验证集，用于在训练过程中监控和调整模型表现。类比来
看，验证集相当于模拟考试，用于阶段性检验学习效果并指导后续学习策略；而测试集则相当
于最终的真实考试，旨在全面、客观地评价模型的综合能力。

1.2 神经网络简介

在本节中，我们将简要介绍一下神经元时如何起作用的，以及神经网络架构是如何模仿神
经元的。

1.2.1 单个神经元如何感知信息

感知信息的基本条件是对不同的输入能够区分。为了区分不同的信息，首先要能够从信号
中提取有意义的内容。举个例子，假若我们需要征兵，身高超过 160cm 才能满足初试的条件。
于是我们设计一个身高信息的提取器。
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160厘米

演员

(a) 未达到 160cm

160厘米

演员

(b) 达到 160cm

图 1.2: 身高提取器

如图 1.2，我们在 160cm 高的位置放一个激光器和接收器。它不断地发出信号，若应征
者的身高达到 160cm，则信号会被反射回来，接收器在接收到信号以后，会显示合格，否则不
合格。注意到，尽管身高的完整信息是一个具体数字，但我们实际上不需要完整的信息，而是
只需要知道是否大于 160cm，只需要输出 0 或者 1，一个字节的信息。因此这套装备的作用可
以描述为如下的阈值函数

γ(x) =

1 x ≥ T,

0 x < T.
(1.2)

一个神经元所执行的基本功能也通常简化成类似的函数，也就是，当外界的信息的强度大
于某个阈值 T 后，神经元会输出一个脉冲信号，即 1，否则为 0。这里的关键是信息怎么被传
递给神经元。
我们来举一个例子。假设 A 有两个朋友，B 和 C。这两个朋友每天会给 A 关于股票的信

息，该信息是介于 0 和 1 之间的数，表示他们认为股票上升的概率。他们给的信息分别记为
b 和 c。即使 B 和 C 没有给任何信息，A 自己也有一个判断值 a0。如果 B 是一个经济学家，
C 是一个普通人，A 会认为 B 更可信，于是 A 给 B 和 C 各分配了一个权重 λ1 和 λ2，其中
λ1 > λ2 > 0。最终，A 接收的信息为 a = λ1b + λ2c + a0。我们可以把这类传递信息的方式
推广到一般的形式。假设有 d 个信息源，x1, · · · , xd，神经元对各个信息的权重为 w1, · · · , wd，
神经元本身的偏置信息为 b，如下图所示
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x1

x2

...

xd

w1

w2

· · ·
wd

A =
d∑
i=1

wixi + b

b

A

最终神经元得到的总输入为

w1x1 + · · ·+ wdxd + b, (1.3)

= (w1, · · · , wd) · (x1, · · · , xd)T + b, (1.4)

= wTx+ b. (1.5)

(w, b) 是神经元的参数，体现神经元的性质。我们再从投影的角度来理解一下神经元处理信息
的方式，wTx 是两个向量的内积，可以理解为信息 x 在神经元特征 w 上的投影。
为了进一步提高神经网络的非线性拟合能力，我们在输出上嵌套一个非线性函数 σ(·)，于

是单个神经元的输出为 σ(wTx+ b)，这一非线性函数通常被称为激活函数。

注 4. 激活函数是神经网络中不可或缺的一部分，理论上只要激活函数取非多项式形式的非线
性函数，就可以使得神经网络具有近似任意阶连续函数的能力。如图1.3所示，常见的激活函
数有以下几种：

• ReLU：ReLU(x) = max(x, 0)

• Tanh: tanh(x) = ex−e−x

ex+e−x

• Sigmoid: Sigmoid(x) = 1
1+e−x

1.2.2 单层神经网络

简单地把多个神经元合在一起，我们就可以得到单层神经网络 (输入不计入层数)。
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图 1.3: 常见的激活函数

x1

...

xd

σ

d∑
i=1

w1ixi + b1

d∑
i=1

w2ixi + b2

d∑
i=1

w3ixi + b3

...
d∑
i=1

wmixi + bm

σ(
d∑
i=1

w1ixi + b1)

σ(
d∑
i=1

w2ixi + b2)

σ(
d∑
i=1

w3ixi + b3)

...

σ(
d∑
i=1

wmixi + bm)

数学上，我们可以把参数写成一般的形式

W =


w11 · · · w1d

... . . . ...
wm1 · · · wmd

 . (1.6)

b = (b1, b2, · · · , bm)T . (1.7)

网络的输出为
y = σ ◦ (Wx+ b), (1.8)

其中 ◦ 表示对每个元素作用上激活函数。例如，σ ◦ ([0.1, 0.3, 0.5]T ) = [σ(0.1), σ(0.3), σ(0.5)]T。
在神经网络发展的初期，由于计算量不足，主要是单层神经网络起到重要作用。
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图 1.4: XOR 问题示例。圆圈处的函数值为 1，叉号处的函数值为 0。可见无论何种线性划分
方式（蓝色实线和虚线）均无法将两类数据完全划分。

从纯设计的角度，所有神经元的参数都是人为给定，单个神经元可以完成很多逻辑运算。
比如，AND 运算，考虑输入是两维的，x1, x2 ∈ {0, 1}2，也就是每个维度只取 0 或者 1。取阈
值 T = 2，神经元的输出

σ(x) =

1 x1 + x2 ≥ T,

0 x1 + x2 < T.
(1.9)

只有两个维度同时为 1 时，输出才为 1，否则为 0，此即为 AND 运算。若取 T = 1，则该神
经元在执行 OR 运算。联系到，现代的计算机的基础运算单元正是逻辑运算，所以尽管尚未考
虑神经元参数的学习规则，人们已经意识到神经网络可以完成很多任务。
随着使用的深入，人们发现单层神经元只能完成线性可分的问题 Minsky and Papert

(1988)，对于如图 1.4 所示的 XOR 问题（XOR 问题是逻辑运算中的一种，当对二维问题
的二进制输入执行时，对组合 {0, 1}, {1, 0} 产生输出 0，而对组合 {0, 0}, {1, 1} 产生输出 1），
由于它不是线性可分的，单层神经网络无法做好，至少需要两层的网络才能做到。而多层网络
难以训练的情况在当时也劝退了一大批研究人员，带来了神经网络的第一次低潮。
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1.2.3 多层神经网络

x1

...

xd

图 1.5: 两层神经网络

多层神经网络是在一层神经网络的基础上堆叠起来的。以两层网络为例，如图1.5，从输入
层到第一层的运算和单层网络完全一样，然后以第一层为输入，从第一层到第二层是另一个单
层网络。这里的第一层的输出对于使用者来说是看不见的，它是用在内部处理信息的，因此也
被称为隐藏层（hidden layer）。
形式上，两层神经网络被表示为：

fθ(x) =
m∑
j=1

ajσ ◦ (wj · x+ bj), (1.10)

其中 m 为隐藏层的神经元数量，σ 为激活函数（activation function），wj 为输入权重（input
weight），aj 为输出权重（output weight），bj 为偏置项（bias）。我们把参数集记为 θ =

(a1, · · · , am,w1, · · · ,wm, b1, · · · , bm).
更一般地，对于一个多层神经网络，假设层数为 L，该神经网络可以被表示为：

fθ(x) = W [L−1]σ ◦ (W [L−2]σ ◦ (· · · (W [1]σ ◦ (W [0]x+b[0])+b[1]) · · · )+b[L−2])+b[L−1], (1.11)

其中 W [l] ∈ Rml+1×ml , b[l] ∈ Rml+1 ,m0 = din = d,mL = do，σ 是一个向量函数，“◦”的意思
是对应元素的运算（entry-wise operation），例如对应元素相乘。注意一下在计算网络层数时，
输入层不计入（即层数为隐藏层 + 输出层的层数）。我们把参数集记为

θ = (W [0],W [1], · · · ,W [L−1], b[0], b[1], · · · , b[L−1]),
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把 W [l] 中的元素记为 W
[l]
ij。也可以用递归的方法定义这个网络：

f
[0]
θ (x) = x (1.12)

f
[l]
θ (x) = σ ◦ (W [l−1]f

[l−1]
θ (x) + b[l−1]), 1 ≤ l ≤ L− 1 (1.13)

fθ(x) = f
[L]
θ (x) = W [L−1]f

[L−1]
θ (x) + b[L−1]. (1.14)

理解神经网络的方式有很多，以下列几种。
线性-非线性变换。当收到一个数据点时，最直接的办法是做一个线性变换再加一个偏置

项，也就是仿射变换。但线性函数满足不了实际当中大量非线性的问题。于是，我们给线性变
换后的结果套上一个非线性激活函数。可只套一个不够，那就做多次线性变换和套非线性激活
函数，再把这些套完的结果作为输入，继续做线性-非线性变换。这种形式在生物大脑中也是
常见的，比如在初级视皮层就发现有很多类似的线性-非线性变换。
投影到高维空间。数据的输入维度是问题给定的。在给定的空间中，拟合或者分类问题可

能比较困难，于是，通过非线性激活函数配上不同的参数，将数据映射到另一个高维空间，维
数就是隐藏层神经元的个数，然后再做线性拟合。如果一次投影不够，可以做多次投影。这类
似于传统方法中的核方法，只是神经网络模型中，核也是一个可学习对象。
函数空间的 Monte-Carlo 采样。对于两层网络，如果我们在公式1.10右边配上一个 1/m，

这个形式类似于对 m 个函数做加权平均，或者是按某一个概率分布取经验期望，是一个连续
期望的离散逼近。
两层及更多层的神经网络具有非常强大的表示能力，我们这里构造一个两层神经网络解

XOR 问题的例子。

x1

x2

h1

h2

y = σ1(h1 + h2)

h1 = σ(−x1 + x2 + 1)

h2 = σ(x1 − x2 + 1)

图 1.6: 两层网络解 XOR 问题

如图 1.6所示，取阈值为 1.5 的激活函数 σ，当 x1 = x2 = 0 或者 x1 = x2 = 1 时，
h1 = h2 = σ(1), 而当 x1 = 1, x2 = 0 或 x1 = 0, x2 = 1 时，h1 + h2 = σ(0) + σ(2)，这样就完
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成 XOR 问题的分类了。
进一步，在 1980年代末，一系列的工作证明当激活函数是非线性且非多项式的时候，对任

意一个从有限维空间 X 到有限维空间 Y 的连续函数，当神经网络的隐藏层足够宽时，两层神
经网络可以以任意精度逼近该函数，这也就是万有逼近定理（universal approximation theorem）
(Cybenko, 1989; Hornik et al., 1989; Leshno et al., 1993)。
随后，学界开始系统地分析神经网络的逼近误差。早期工作主要聚焦于 ReLU 网络的逼

近性能及其最优性 (Yarotsky, 2017, 2018; Lu et al., 2021; Shen et al., 2020, 2022)。例如，对
于参数总数为 n 的 ReLU 网络，其在 [0, 1]d 上逼近 Lipschitz 函数的最优误差率为 O(n−2/d)。
在此基础上，(Zhang et al., 2024) 将上述基于 ReLU 的结论推广至一大类激活函数，几乎涵盖
所有常见情形。
随着研究的深入，学界开始追求更高阶的逼近效率。引入正弦、余弦以及 Floor等带有周期

性的激活函数后，网络能够实现指数级或近似指数级的逼近效果 (Yarotsky and Zhevnerchuk,
2020; Shen et al., 2021)。更进一步地，人们发现存在一类激活函数可使固定规模的网络达到
任意逼近精度：(Maiorov and Pinkus, 1999) 首先给出存在性结果，(Yarotsky, 2021) 提供了具
体构造，而 (Shen et al., 2022) 给出了简洁明了且便于计算的构造方法。
万有逼近定理展现了神经网络具有很强的逼近能力，给神经网络的使用提供了一个重要的

理论支撑。但同时，我们也应该注意到万有逼近定理所构造的理论解在实际训练过程中可能并
不能达到。因此，一个神经网络有能力逼近只是一个好模型的必要条件，是否能真正拟合好一
个给定函数还需要看训练过程的很多因素。这个理论也与实际使用的神经网络有很大的区别，
比如尽管两层网络的表达能力已经很强，那为什么实际使用中一般用的是更多层的网络？神经
元的数目会不会多到我们实际训练无法承受？定理证明中构造的解是否在实际训练中能被找
到？我们需要用什么样的训练方法，需要多少数据？很多类似的问题是万有逼近定理无法回答
的。
事实上，万有逼近定理并不能区分神经网络模型的拟合和多项式的拟合。多项式函数在连

续函数空间也是稠密的，也就是说多项式函数同样能够以任意精度逼近连续函数，这就是著名
但没那么出圈的 Weierstrass 逼近定理。在人工智能这个领域，“命名法”是一个非常常用的
方法，对一个新的研究成果，取一个好的名字非常重要。如果万有逼近定理换成一个人名的定
理，可能就不容易出圈。当然，“命名法”在每个领域都很重要。

1.3 常用的损失函数

神经网络训练用到的损失函数根据任务不同而往往不同。一般来说，设计符合目标且容易
训练的损失函数是一个机器学习任务中最重要的子任务之一。对于监督学习的任务，最简单的
和最常用的损失函数是样本标签和神经网络输出之间的均方差，但对于类似对抗生成网络、解
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微分方程和强化学习等没有显式标签的问题，并不能直接的设计损失函数。我们将在后面的介
绍中针对具体的问题讨论损失函数的设计。本节中，我们主要介绍均方误差损失、绝对误差损
失和交叉熵。

1.3.1 均方误差损失

均方误差 (Mean Squared Error，MSE) 损失是回归问题中最常用的一种损失函数，也被
称为 L2 损失。考虑数据集 S = {(xi,yi)}ni=1，以及模型 fθ(x), 其中 θ 是可学习的参数。MSE
可以表达成：

RMSE(θ) =
1

n

n∑
i=1

∥fθ(xi)− yi∥22. (1.15)

1.3.2 绝对误差损失

绝对误差 (Mean Absolute Error，MAE) 损失是回归问题中另一种常用的损失函数，也被
称为 L1 损失。MAE 可以表达成：

RMAE(θ) =
1

n

n∑
i=1

∥fθ(xi)− yi∥1. (1.16)

1.3.3 交叉熵

在分类问题中，交叉熵 (cross-entropy) 比 MSE 或者 MAE 都更加常用，主要的原因是在
分类问题中，模型输出的解释往往基于概率分布。交叉熵用于衡量两个概率分布之间的差异，
其中一个表示真实标签的分布，另一个表示预测输出的分布。对于二分类问题，交叉熵损失函
数的形式通常表示为：

H(y, p) = − 1

n

n∑
i=1

[yi log(fθ(xi)) + (1− yi) log(1− fθ(xi))] , (1.17)

其中，yi 是样本 i 的真实标签（0 或 1），fθ(xi) 是模型预测样本 i 为类别 1 的概率。对于多
分类问题，交叉熵损失可以扩展为：

H(y, p) = − 1

n

n∑
i=1

C∑
c=1

yi,c log(fθ(xi)c), (1.18)

其中，C 是类别总数，yi,c 是一个指示变量，如果样本 i 属于类别 c 则为 1，否则为 0；fθ(xi)c
是模型预测样本 i 属于类别 c 的概率。
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交叉熵损失函数可以通过最大似然估计（Maximum Likelihood Estimation，MLE）推导
得到。最大似然估计是一种估计统计模型参数的方法，它通过最大化观测数据的似然函数来找
到模型参数的最佳估计。在分类问题中，假设我们有一个概率模型来预测每个类别的概率，我
们希望选择参数使得观测到的数据分布出现的概率最大。
对于二分类问题，假设 pi 是模型预测第 i 个样本为正类的概率，1 − pi 是预测为负类的

概率。如果真实标签 yi = 1，观测数据的似然是 pi；如果 yi = 0，观测数据的似然是 1 − pi。
因此，给定所有样本，整个数据集的似然函数为：

L =
N∏
i=1

pyii (1− pi)(1−yi). (1.19)

取对数似然函数，得到：

logL =
N∑
i=1

[yi log(pi) + (1− yi) log(1− pi)] . (1.20)

最大化对数似然等价于最小化其负值，因此，最大化对数似然函数与最小化交叉熵损失函
数是等价的。这就是交叉熵损失函数由最大似然估计推导得到的过程。在多分类问题中，推导
过程类似，只不过需要考虑每个样本对每个类别的概率。

softmax。在使用交叉熵损失函数做多分类问题时，要求模型的输出向量的每个值处于 0
到 1 之间，且总和为 1。为实现这一点，通常会在模型输出后加一个额外的 softmax 操作。假
设模型输出为 fθ(x) = (z1, z2, · · · , zC)，softmax 操作使模型输出变成：

softmax(fθ(x)) =
(

ez1∑C
i=1 e

zi
, · · · , ezC∑C

i=1 e
zi

)
. (1.21)

值得一提的是，尽管交叉熵在分类问题中得到了广泛应用并且有好的概率解释，这只是驱
动模型输出和数据标签一致的一种损失函数形式。此前介绍的均方误差和绝对误差损失也都可
以实现同样的功能。此外，尽管我们常常将经过 softmax 变换后的模型输出解释为模型对不同
类别概率分布的推断，但是这一理解并没有坚实的统计基础，即我们不能依据模型预测某一类
别的概率几乎为 1而推断输入有极高概率属于该类别。因为在实际训练后，输出值只表示模型
基于训练数据对输入样本的一个预测而非实际后验概率。
困惑度（Perplexity）。在自然语言中，常常会用困惑度（Perplexity）来表征学习的效果，

其定义为
PPL = 2H(y,p). (1.22)

这是信息论中的一个概念，其可以用来衡量一个随机变量的不确定性，也可以用来衡量模型训
练的好坏程度。通常情况下，一个随机变量的 Perplexity 数值越高，代表其不确定性也越高；
一个模型推理时的 Perplexity 数值越高，代表模型表现越差，反之亦然。
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图 1.7: 损失景观中存在的一些结构

直观上，我们可以理解成是猜多次可以猜中目标。举一个例子，假设现在字典中有十个单
词，目标输出是第一个单词，当前的学习状态时，前五个单词的输出概率均为 1/5，其它输出
为 0。可以计算到交叉熵为 log2 5, 困惑度为 5。也就是要猜测当前输出具体是哪值，要从五个
词里挑，模型不确定是哪一个。

1.4 损失景观

神经网络的经验风险函数（损失函数）RS(θ)，特别是损失值随参数 θ 变化的几何形态，
常被称为损失景观 (Loss Landscape)。我们用“景观”这样的称呼来强调理解 RS(θ) 这样的对
象与理解地貌景观的一致性：（1）山峰（局部极大值点）和山谷（局部极小值点）很重要，我
们经常需要寻找合适的路径来到达特定的山峰或山谷，比如最低谷（全局最低点）。（2）凸性
很重要，凸的景观可以保证任意点都能直接“看”到最低谷，因此找到最低谷（优化）很容易，
而非凸的景观通常就要困难很多；（3）对于非凸的景观来说，鞍点很重要。鞍点是一个理想的
“歇脚点”，常常也是从一个山谷到另一个山谷的最低翻越点。借助这种直观的类比，我们可以
将神经网络的训练过程理解成一个探险家在一个蜿蜒曲折的复杂地貌景观上寻找最低谷的过
程。图 1.7展示了损失景观中存在的一些常见结构。

对于深度学习算法，研究其损失景观的结构有特殊的意义：（1）尽管损失景观高度非凸，
我们发现规模足够大的神经网络通常不难收敛到全局最小，阻碍训练的坏的局部极小点并不
常见。举一个形象的例子来说明坏的局部极小点，一个盲人下山，在某一个半山腰上用拐杖探
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路，发现四周比自己的脚下都高，他会仅仅停在半山腰，无法最终走到山脚。但实际训练中的
神经网络常常最后都可以到山脚，这提示我们神经网络的损失景观一定有特殊的结构支撑其良
好的优化性质。（2）神经网络的损失景观结构不仅影响优化性能，更影响泛化性能。由于实践
中我们经常使用过参数化的神经网络，其损失景观的最低谷通常不是一个点，而是一个无穷点
组成的高维流形。这个流形上不同的全局极小点泛化性各不相同，大多泛化误差较大。神奇的
是，神经网络的损失景观似乎有某种特殊的结构，使得在常见初始化下，各类优化算法都能被
引导至其中泛化较好的点。
以上两点告诉我们，不论是研究神经网络的优化还是泛化性能，损失景观都是绕不开的关

键研究对象。可以想见，在未来的深度学习理论中，损失景观理论一定占有一个重要的地位。

1.5 优化方法

在前面的内容中，我们讨论了如何使用损失函数来衡量深度学习模型的性能，也看到了深
度学习的损失景观呈现出高维非凸的复杂结构。因此，在这样的损失景观中寻找最优解是一个
充满挑战的任务。为了高效地优化模型参数，深度学习广泛采用基于梯度的优化方法来降低损
失函数值。基于梯度的优化方法的核心思想是利用目标函数的梯度信息来指导优化过程。
在各种优化方法中, 梯度下降是一种最基本的方法。举一个简单的例子来理解。假设你是

一位登山爱好者, 你的目标是到达山谷的最低点。但是你身处山顶, 四周都是迷雾, 看不清下山
的路。你该如何下山呢? 一个直观的方法是: 环顾四周, 找到最陡峭的下坡方向, 然后朝这个方
向走一步。接着, 你再次环顾四周, 找到最陡峭的下坡方向, 再走一步。重复这个过程, 直到你
到达山谷的最低点。这个过程, 就是梯度下降的基本思想。在深度学习中, 高维复杂的损失景
观难以想象, 我们无法直接“看到”最陡峭的下降方向。这时, 梯度的概念就派上了用场。梯度
是一个向量, 它指向损失函数上升最快的方向。那么, 我们只需要沿着梯度的反方向, 就可以朝
着损失函数下降最快的方向“走一步”。这就是梯度下降的核心思路。
优化方法是深度学习的重要组成部分。有效的优化算法可以加速模型的训练过程，提高学

习效率，同时还有助于找到更优的解。当前深度学习主要使用基于梯度的一阶优化方法，其核
心是损失函数关于参数的梯度的计算。在本节中，我们将简单地介绍深度学习中计算梯度所遵
循的反向传播模式，梯度下降法与带随机的梯度下降法，以及为提高收敛速度或模型性能而提
出的一些梯度下降法的变种。

1.5.1 梯度的计算——反向传播

在深度神经网络中，梯度的计算并非是一件简单的事情。神经网络通常由多个层次的非线
性变换组成，每一层的参数更新都依赖于后面层的梯度信息。在深度学习领域中，梯度的计算
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也被称为反向传播（Back Propagation，BP），因为它遵循着从网络输出到输入的反向传播过
程，递归地计算每一层的梯度。这里再一次体现“命名法”的重要性，虽然本质上这就是计算
导数时的链式法则，但换一个名字以后，它就变得更有丰满和深度，听起来也更像一个新的东
西。
下面我们用两层神经网络 fθ(x) =

∑m
j=1 ajσ(wj · x+ bj) 为例。我们同样考虑均方损失函

数 (为了求导后的表达式更简洁，我们将标准的 MSE 损失添上系数 1/2):

RS =
1

2n

n∑
i=1

(yi − fθ(xi))2. (1.23)

对于最外层参数 aj，当我们使用梯度下降更新参数时，有：

∂RS
∂aj

=
1

n

n∑
i=1

(fθ(xi)− yi)σ(wj · xi + bj). (1.24)

对于 wj，由于它不是最外层的参数，我们需要多次用到链式求导法则：

∂RS
∂wj

=
1

n

n∑
i=1

(fθ(xi)− yi)
∂fθ(xi)

∂wj

=
1

n

n∑
i=1

(fθ(xi)− yi)
∂(
∑m

t=1 atσ(wtxi + bt))

∂wj

=
1

n

n∑
i=1

(fθ(xi)− yi)aj
∂(σ(wj · xi + bj))

∂wj

=
1

n

n∑
i=1

(fθ(xi)− yi)aj
∂σ(x)

∂x
|x=wj ·xi+bj

∂(wjxi)

∂wj

=
1

n

n∑
i=1

(fθ(xi)− yi)aj
∂σ(x)

∂x
|x=wj ·xi+bjxi.

因为链式法则，梯度下降的计算顺序是 fθ(xi) → aj → σ → xi，而信息流 (information flow)
的顺序是 xi → σ → aj → fθ(xi)，这两者的顺序相反，因此称其为反向传播。

注 5. 由于链式法则，在求损失函数关于参数的导数时，会得到一串表达式相乘的情况。对于
很深的网络，可能会出现这些相乘后的数很大导致训练不稳定（梯度爆炸），或者数很小导致
无法训练（梯度消失）。我们在后边讨论神经网络结构的章节中会提到这些问题的解决方案。

注 6. 许多人把向后传播算法的发现归结于 D. Rumelhart、G. Hinton 和 R. Wiliams 三人在
1986 年的文章。但事实上，这篇 1986 年的文章明确指出它不是最先发现的，David Parker 和
Yann LeCun 等人在之前就是发现这个算法。1986 年这篇文章优秀的地方在于它把算法描述
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得很清楚，并且通过复杂的问题论述这个算法的有效性。这里不得不说这个领域中另一个非常
重要的研究方法，“考古法”。众所周知，深度学习领域数度起落，每一波浪潮都产生了很多很
好的想法，但因为各种原因并没有发扬光大，在算力、数据、训练算法等合适的时候，这些被
埋藏的算法可能再度影响学术界，比如用神经网络解微分方程，二十世纪九十年代就已经产生
了很多很好的想法，直到 2016 年被重新发现以后，才在各个领域广为传播。

1.5.2 梯度下降法

有了梯度信息，最基本的优化算法就是梯度下降法（Gradient Descent，GD）。梯度下降
法以负梯度方向为搜索方向，以固定的步长（即学习率）来更新参数。其具体算法如下：

gt = ∇θRS(θt−1), (1.25)

θt = θt−1 − ηgt. (1.26)

其中，η 是学习率（learning rate，或叫步长，step size）。
我们用泰勒展开 (Taylor expansion) 来解释为什么梯度下降法在步长较小时能够保证损失

函数下降。
在 θt−1 处, 损失函数 RS(θ) 的一阶泰勒展开式为:

RS(θt) ≈ RS(θt−1) + (θt − θt−1)
T∇RS(θt−1).

将梯度下降的更新公式代入，得到:

RS(θt) ≈ RS(θt−1) + (−η∇RS(θt−1))
T∇RS(θt−1) (1.27)

= RS(θt−1)− η∥∇RS(θt−1)∥2 (1.28)

从上式可以看出:

RS(θt) ≈ RS(θt−1)− η∥∇RS(θt−1)∥2 ≤ RS(θt−1). (1.29)

这意味着，在梯度不为零的情况下，只要学习率充分小到可以使用一阶 Taylor 展开逼近
损失函数，那么损失函数在更新后会严格减小。这就解释了为什么梯度下降法能够降低损失函
数。
在训练神经网络的过程中，学习率是一个至关重要的超参数，它控制着我们沿着梯度下降

方向前进的步长大小，只有选取合适的学习率才能顺利达到比较好的训练效果。对梯度下降算
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图 1.8: 不同学习率对训练带来的影响

法为例，如果学习率过大，则会如图1.8左图所示，神经网络参数就会震荡，难以收敛，给神
经网络训练带来不稳定性；而当学习率过小时，则会如图1.8中图所示，神经网络需要很多个
epoch (epoch 是指神经网络的一步训练循环) 才能够达到极小点，这会造成计算资源的浪费。
我们从数学的角度来理解这种不稳定性，以二次函数

L =
1

2
λθ2

为例，在高维空间中 λ 为损失函数 Hessian 矩阵（高维函数对自变量求二阶导得到的矩阵）的
特征值，η 为学习率，根据梯度下降更新参数

θt+1 = θt − η
∂L

∂θ
,

要保持损失函数单调下降的线性稳定要求

|θt+1| < |θt|,

即
|1− λη| < 1,

则我们有学习率 η 与 λ 的关系：
η <

2

λ
. (1.30)

这说明只有学习率小于 2
λ
时，才能保证神经网络的训练过程在梯度下降的方法下稳定，关于

随机梯度下降的稳定性分析，可以参考Wu et al. (2018)。

1.5.3 带随机的优化方法

随着大数据时代的到来，深度学习面临着前所未有的机遇和挑战。海量的训练数据为模型
提供了更为丰富的学习素材，有助于提升模型的泛化能力和鲁棒性。然而，另一方面，超大规
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模数据也对传统的优化方法提出了严峻的考验。当数据量远超过计算和存储资源的承载能力
时，梯度下降等经典优化算法就显得力不从心了。
在这样的背景下，随机优化方法应运而生，成为了深度学习优化的一股清流。随机优化方

法的核心思想是通过在每次迭代中只使用一小部分数据来更新模型参数。这种随机优化方法大
大降低了每次参数更新的内存开销，使得训练过程可以高效地进行。
随机优化方法中最具代表性的算法就是随机梯度下降（Stochastic Gradient Descent, SGD）。

随机梯度下降法的原理是随机地从所有样本中选取 |B| 个样本来估计损失函数，即

RB =
1

n

i|B|∑
i=i1

(fθ(xi)− yi)2, (1.31)

其中 {i1, i2, · · · , i|B|} 在每一步可以是随机选取，也可以是提前固定分配好的。随机梯度下降
使用 LB 作为损失函数进行梯度下降，由于没有用到所有的样本，因此计算出来的梯度并不是
全局的，所以被称为随机梯度下降法。
实际训练中，通常会把样本分成多份，每份的数据点数量为 |B|，每一份称为一个批次

（batch），在每一个 epoch 中，按顺序一步取一个批次进行梯度下降，直到所有的批次都被使
用过一次。完成一个 epoch 后，常见的做法是将数据打乱，以避免模型对数据顺序产生依赖，
从而提高模型的泛化能力。然而，在一些特定情况下，如时间序列分析或某些类型的递归神经
网络训练，数据的顺序包含了重要的上下文信息，这时可能选择不打乱数据直接进行下一个
epoch，以保持数据的时间连续性和上下文完整性。
随机优化方法的影响是深远的。它不仅改变了深度学习的训练范式，还为其他大规模优化

问题提供了新的思路。在机器学习、运筹优化、金融工程等领域，随机梯度类方法正越来越受
到重视，成为解决复杂优化问题的利器。尽管随机梯度下降法的引入最初的想法只是为了解决
计算量和内存的问题，但后来的实践发现，大多数情况下，随机梯度下降法在泛化性上比使用
全数据的梯度下降也会更有优势。因此，对随机梯度下降法的理论研究也成为重要且热门的方
向。

1.5.4 带动量的梯度下降方法

在前面的小节中，我们介绍了梯度下降法及其随机版本，它们利用了梯度信息来指导优化
过程。然而，在某些情况下，单纯的梯度下降可能会表现得不尽如人意。
首先，如图 1.9左侧所示，当目标函数的等高线呈现出狭长的椭圆形时，梯度下降法容易

出现“之字形”的震荡行为。这是因为在椭圆的长轴方向上，梯度的分量较小，更新步长有限；
而在短轴方向上，梯度的分量较大，更新步长过大，导致来回振荡。这种情况下，优化过程会
变得非常缓慢。
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图 1.9: 梯度下降法的震荡行为与带动量的梯度下降法原理。左图中红色实线和箭头表示梯度
下降法下参数的优化轨迹。右图则显示在使用梯度下降法进行优化时，如果遇到局部极小值点
会使得梯度很小，优化过程停滞不前。

其次，当损失景观中存在大量的局部最优或鞍点时，梯度下降法很容易陷入其中，难以逃
离。这是因为在局部最优或鞍点附近，梯度的量级会变得非常小, 导致优化过程几乎停滞不前。
为了克服这些困难，研究者们引入了动量（momentum）的概念。动量法的核心思想是在

每次更新时，不仅考虑当前的梯度方向，还要继承之前更新的方向。如图 1.9右侧所示，红色
箭头为带动量的梯度方向，小球即使在局部最小值时也具有梯度，带动量的梯度下降法使得优
化过程就有了一定的“惯性”，能够跨越狭长的山谷和局部最优点，朝着更优的方向前进。
形象地说，动量法就像一个小球在山谷中滚动。当小球下滑时，它不仅受到当前坡度（梯

度）的影响，还保持着之前运动的方向和速度。这种“惯性”使得小球能够在陡峭的斜坡上快
速下降，并在到达谷底后继续向前滚动，直到新的力量阻止它。
一个最基本的带动量的梯度更新方式如下：

gt = ∇θR(θt−1), (1.32)

mt = µmt−1 + gt, (1.33)

θt = θt−1 − ηmt. (1.34)

µ 是一个超参数, m0 可以设为 0。

Nesterov 动量法最早在Polyak (1964) 提出，而深度学习中广泛应用的 Nesterov 加速梯度
（Nesterov Accelerated Gradient, NAG）算法 (Nesterov, 1983) 是在传统动量法的基础上进行
改进，先沿着之前的方向更新一步，再计算梯度并校正方向。这就好像我们爬山的时候可以提
前预测如果按照原计划时后一步落脚的情况，从而重新考虑当前状态的决策。这种“向前看”
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的策略使得 NAG 能够更快地收敛到最优解。

gt = ∇θR(θt−1 − ηµmt−1), (1.35)

mt = µmt−1 + gt, (1.36)

θt = θt−1 − ηmt. (1.37)

1.5.5 自适应优化方法

自适应优化算法是一类在训练机器学习模型过程中能够根据数据特征自动调整学习率的
优化算法，与传统优化算法（如梯度下降法）相比，自适应优化算法能够动态调整每个参数的
学习率，从而在训练过程中更有效地应对不同参数的梯度变化。这些算法通过对梯度信息进
行移动平均或对过去的更新进行积累来计算适应性学习率，常见的自适应优化算法包括 Ada-
Grad(Duchi et al., 2011)、Adam(Kingma and Ba, 2014) 等。自适应优化算法的一个关键优势
在于它们能够处理稀疏数据、高维空间以及具有非平稳梯度的任务，提升模型的收敛速度和稳
定性。由于其灵活性，自适应优化算法已成为现代深度学习中广泛使用的工具，尤其在训练复
杂的神经网络时表现尤为突出。

Adagrad AdaGrad 的关键思想是通过累积过去的梯度平方值为每个参数调整其学习率，以
达到自适应修改学习率的目的。这一方法解决了在高维稀疏数据上训练模型时，传统梯度下降
法中固定学习率的问题。它能够自动降低被频繁更新的参数的学习率，而对稀疏更新的参数保
持相对较高的学习率，从而更好地处理不平衡数据或特征。其具体形式如下：

gt = ∇θR(θt−1), (1.38)

vt = vt−1 + g2t , (1.39)

θt = θt−1 − ηgt/
√
vt + ϵ. (1.40)

但是这个方法会带来新的问题，也就是在训练后期，由于长期的累加求和，vt 太大，导致学习
太慢。这里设置 ϵ 的目的是让分母不为零。

Adadelta 在 Adagrad 中，vt 的更新是对梯度平方进行求和累计，会导致训练后期 vt 太大，
学习过慢。因此，Adadelta 对 vt 的更新采用指数加权移动平均，使得 vt 增长平滑。

gt = ∇θR(θt−1), (1.41)

vt = νvt−1 + (1− ν)g2t , (1.42)

θt = θt−1 − ηgt/
√
vt + ϵ. (1.43)

ν 是一个超参。RMSProp 是 Adadelta 中 ν = 0.5 的情况。
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Adam Adam 方法则是融合了动量方法和自适应学习率方法，进一步提升了优化性能，并在
图像识别、语言模型等任务中取得了最优的结果。

gt = ∇θR(θt−1), (1.44)

mt = β1mt−1 + (1− β1)gt, (1.45)

vt = β2vt−1 + (1− β2)g2t , (1.46)

m̂t =
mt

1− (β1)t
, (1.47)

v̂t =
vt

1− (β2)t
, (1.48)

θt = θt−1 − ηm̂t/
√
v̂t + ϵ. (1.49)

其中，β1 为一阶矩超参, β2 为二阶矩超参, η 为学习率。

注 7. Reddi et al. (2018) 对 Adam 方法的收敛性建立了理论分析，指出 Adam 并不能保证收
敛，甚至在一些简单的凸问题中 Adam 是发散的。Zhang et al. (2022) 发现了之前理论工作的
假设和现实应用场景之间的关键不同之处，过去的理论是先固定了 β1 和 β2，再去构造问题使
得 Adam 发散。而现实场景中，我们是先确定问题，再根据具体问题来调整超参 β1 和 β2。该
论文证明了，当二阶矩参数 β2 足够大，并且一阶矩参数满足 β1 <

√
β2 < 1，Adam 方法可以

收敛到临界点的邻域中。这里的临界点（critical point），是梯度为零为点，也即 ∇RS(θ) = 0。

现在还有一些新发展的算法，比如：Adan(Xie et al., 2024)、Sophia(Liu et al., 2023) 等
等，用于更好的优化复杂的模型。

1.6 参数的初始化

参数初始化，顾名思义，就是为模型的参数设定初始值的过程。它看似简单，却对模型的
训练和收敛有着至关重要的影响。不同的初始化导致不同的训练动力学，也对模型最终的泛化
性有影响。当我们采用比较小的初始化时，神经网络在训练的初期就处于鞍点，会产生训练过
慢甚至无法训练的情况；当我们采用较大初始化的时候，神经网络又会产生泛化性较差的问
题。
一般而言，我们希望初始参数满足以下性质:

• 打破对称性:初始参数不能都为相同的值，否则网络的每一层每个神经元都会学到相同的
特征，丧失了多层结构的意义。

• 保持适度的方差: 初始参数的方差不能过大或过小，否则会导致梯度爆炸或消失，影响训
练的稳定性。
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• 考虑非线性: 针对不同的非线性激活函数，初始参数应该有对应不同的分布，以确保信息
在网络中的有效传播。

我们以全连接网络为例介绍几个常见的初始化方式，min 和 mout 分别表示输入当前层的
参数维度以及输出当前层的宽度，即一个隐藏层对应的参数为 θ ∈ Rmout×min，则有下列一些
比较常见的初始化：

Lecun Initialization (LeCun et al., 2012)

• 满足正态分布的初始化 θ ∈ θ ∼ N (0, 1
min

)。

• 满足均匀分布的初始化 θ ∈ θ ∼ U(−
√

3
min

,
√

3
min

)。

Xavier Initialization (Glorot and Bengio, 2010)

• 满足正态分布的初始化 θ ∈ θ ∼ N (0, 2
min+mout

)。

• 满足均匀分布的初始化 θ ∈ θ ∼ U(−
√

6
min+mout

,
√

6
min+mout

)。

Kaiming Initialization (He et al., 2015)

• 满足正态分布的初始化 θ ∈ θ ∼ N (0, 2
min

)。

• 满足均匀分布的初始化 θ ∈ θ ∼ U(−
√

6
min

,
√

6
min

)。

注意到以上三种常见的初始化不论是正态分布还是均匀分布的形式，都存在随着网络宽度
增加而减小的性质，并且都是以 1/

√
m 的尺度（高斯分布要考虑标准差）。这主要是因为在设

计这些初始化时需要满足计算神经网络的信号 x 在 l− 1 和 l 层之间流动时强度（即神经网络
每一层输出）在层与层之间传递不会出现爆炸或者消失，

x[l] = W [l]σ(x[l−1]) + b[l], (1.50)

即如果我们用(1.50)表示信号在两层中流动，则我们需要满足 Var(x[l]
j ) = Var(x[l−1]

i )。直观地
想，每一个后层神经元都要把前一层所有神经元的输出求和配上一个新的参数，假设前层每个
神经元都是独立，且方差都是 1/m，高斯分布的求和仍然是高斯分布，且方差是所有高斯分布
的方差的和，因此，前层神经元求和的方差为 1，由于配上的参数方差是 1/m，因此，这层的
每个神经元的方差和前一层一样都是 1/m。这就意味着神经网络的参数需随网络宽度增加而
减小。同时这些参数在随机的初始化时几乎不会有相同的值。
如果想要了解更多的初始化，可以参考Narkhede et al. (2022)。此外不同的初始化往往会

导致神经网络拥有不同的训练动力学，这将在后续的章节中详细说明。
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图 1.10: 用不同方式拟合一组相同数据点。

特别需要说明的是，方差是 1/m 量级的很多初始化方法已经被封装到常用的代码框架内
部，如 PyTorch, Tensorflow等。因此，深度学习的用户很少会听说需要调节初始化。然而，当
前大模型的训练中，调整初始化分布的方差却是一件很重要和常见的事。在后续的章节中，我
们还将发现初始化分布的方差会影响大语言模型的记忆和推理能力。

1.7 没有免费的午餐

没有免费的午餐定理（No Free Lunch Theorem）(Wolpert and Macready, 1997) 是一个
在机器学习领域非常著名的定理，它的核心思想是在所有可能的问题分布上，所有算法的平均
性能是相同的。这意味着没有一个算法能够在所有可能的问题上都表现最优。换句话说，一个
算法在某些特定问题上的优势，必然以在其他问题上的劣势为代价。例如，考虑图 1.10所示的
情景：不同实线表示使用不同算法拟合五个数据点所得到的模型Wu et al. (2017)。每条实线
在剩余数据分布于其附近时，能够展现出优异的拟合效果；然而，当剩余数据偏向于虚线分布
时，其性能则显著下降。这一例子生动地诠释了没有免费的午餐定理的精髓：算法的优劣始终
依赖于具体问题的特性。
具体定理描述如下：

定理 1 (没有免费的午餐). 给定一个有限的数据集合 X 和一个有限的标签集合 Y，从数据到
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标签的全部映射关系集合记作 Y X，要在集合 X 上优化从 Y X 中随机挑选的一个映射函数
f : X → Y，那么没有比盲搜索更好的方法了。

这一定理最初由 David H. Wolpert和William G. Macready于 1997年提出。他们在研究
优化算法的过程中，发现无法设计出一个普适的算法，能够在所有问题上都取得最好的效果。
这表明，如果考虑所有可能的问题，每一个算法解决问题的平均性能是一样的。这个定理有多
个变体，但它们的基本观点是相同的：不存在绝对意义上的“最佳”算法。对详细的证明感兴
趣的读者可以参考 (Wolpert and Macready, 1997)。

这个定理强调了选择与特定问题相匹配的算法的重要性。它告诉我们，应该基于问题的具
体特性和需求来选择算法，而不是寻找一个万能的解决方案或者脱离数据集特征来讨论算法的
性能。以深度学习算法为例，研究表明神经网络通常难以学习和泛化奇偶函数 (parity function)
与傅里叶变换 (Shalev-Shwartz et al., 2017; Nye and Saxe, 2018)。这两类任务的目标函数往
往比较震荡，而神经网络在学习这种类型的函数比较困难，在后续的章节中，我们也将更深入
地介绍神经网络难以学好的一大类函数以及背后的机制。但是，如果我们将视角转移到真实世
界的数据集上，神经网络却展现出了非凡的能力。在图像识别、语音识别、自然语言处理等领
域，神经网络模型不断刷新着性能记录，甚至在某些任务上超越了人类的表现。造成这种差异
的原因，正是不同问题的数据背后目标函数的特征不同。
“没有免费的午餐”定理是机器学习领域的一个基石。它提醒我们，在机器学习的世界里，

没有一劳永逸的“万能灵药”，只有因地制宜的“对症下药”。认清这一点，我们才能在使用和
发展机器学习算法的道路上行稳致远。

1.8 深度学习的理解

尽管深度学习在众多实际应用中取得了显著的成功，但其理论基础仍未完全揭示神经网络
算法的能力与局限性。这使得我们在开发和应用深度学习算法时，很大程度上依赖于经验积累
和反复试错来推动进展。因此，进一步深化对深度学习算法的理论理解，不仅是提升算法设计
效率的关键，也是推动深度学习未来发展的核心动力。

1.8.1 深度学习的基本要素

理解一个机器学习算法本质上需要理解模型、数据、优化三个要素对算法拟合目标函数性
能（比如泛化误差等）的影响，如图1.11这三个要素互相影响。对于一些传统的机器学习算法，
比如核方法，我们对这些要素的影响有明确且定量的认识。然而对于深度学习算法，这些要素
的组成与对拟合性能的影响要复杂得多，建立理论理解的挑战也大得多。下面，我们首先对于
深度学习算法的三要素及其对拟合性能的影响做一些框架性的介绍。
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图 1.11: 机器学习算法的三要素

深度学习算法的根本特征在于模型选用神经网络这类特殊的、受大脑结构启发的非线性模
型族。许多复杂的任务，比如图像识别、自然语言处理、围棋等，一旦使用合适的神经网络模
型，就可以从根本上得到解决。这并不是说围绕特定任务的其他要素，比如任务的建模、数据
收集与清洗、优化技巧等，以及工程方法不重要，而是我们认为必须清楚地认识到神经网络模
型在整个解决方案中的核心地位，就如同发动机之于飞机的重要性。进一步来看，神经网络模
型包括架构、规模、激活函数等要素。其中架构，比如全连接、卷积、残差、LSTM、transformer
等，是神经网络模型的关键。比如 OpenAI 的 Radford 在训练语言模型预测 Amazon 用户评
论的下一个字符时发现，一经使用 transformer（替代 LSTM），两周的进展就超过了过去两年。
架构之外，足够大的规模（包括足够的深度、宽度、参数量）是神经网络模型取得优异性能的
重要保障。OpenAI 在Kaplan et al. (2020) 中提出的模型参数量、数据量和模型计算量的幂律
关系称为 Scaling Law。关于 Scaling Law 的研究表明，即便在相对较少的训练数据上，模型
规模变大一般也不会显著影响性能。这与传统机器学习方法模型规模越大越容易过拟合的基本
性质形成了鲜明的反差。这种神奇的现象被称为显著的悖论、神经网络的过参数化谜团、或神
经网络的泛化之谜，是深度学习理论研究的关键问题之一。此外，激活函数对模型的优化和泛
化也有重要的调制作用。
在数据方面，深度学习算法的产生使得我们有能力解决一系列此前无法解决的复杂任务，

比如围棋、图像识别、自然语言处理等。这些问题背后的目标函数通常非常复杂，没有明确的
表达式。不过它们也有一些常见的特性，即人通常也能做好它们。许多人无法做好的事，比如
大数的乘法，当前最强的大语言模型也难以做好。目标函数之外，数据量也是数据集的关键
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要素。Scaling Law 的实验表明，没有足够的训练数据量，许多复杂任务，比如说 In-context
Learning，是无法做好的。此外，数据分布也对拟合误差有显著的影响，比如在干净的自然图
像数据上训练的神经网络很难在有噪声干扰的图像上取得良好的测试误差。一般来说，在输入
空间的低维流形上训练的神经网络通常难以在全空间良好地逼近目标函数。
在优化方面，初始化，即神经网络权重初值的选取，不仅对训练速度影响重大，更会显著

影响神经网络的泛化性能。这主要是由于我们常常使用过参数化的神经网络来拟合训练数据。
此时损失景观中会有无穷的泛化误差各不相同的全局极小点，在传统机器学习理论中，这种设
定会导致模型过拟合，但是在神经网络的实践中这种情况往往不会发生。在常见的初始化下，
神经网络通常会收敛到泛化较好的全局极小点，但同时不合理的初始化也很容易导致过拟合。
此外，神经网络训练策略也是一个重要要素。合适的训练策略常常能在保证泛化性能的同时提
高训练效率，比如在大语言模型的训练中，在大量的实验中可以观察到 AdamW可以达到最优
的结果。此外，dropout、批归一化以及其他优化技巧也可以带来训练效率或泛化能力的提升。

1.8.2 深度学习理论

神经网络的理论经历了数十年的发展，至今仍然不完善。当前的理论尚不能很好地解释
数据、模型、优化对拟合性能的影响。这导致我们在使用和发展深度学习算法时，主要依赖经
验和大量的试错来取得进步。造成这种情况的原因是多方面的，我们认为主要原因有以下两
点：（1）神经网络及其训练过程在某种意义上可以看作一个高维且高度非线性的复杂系统。尽
管可以获取神经网络中每一个神经元的激活和每个权重的大小，神经网络的训练过程可以精确
记录，但由于它们之间复杂的非线性相互作用，观察和分析整个神经网络训练和预测过程的统
计规律非常困难，它本质上成为一个“黑盒子”。（2）我们很难分析维数高、结构复杂的真实
数据，并且无法描述这些数据背后的目标函数。根据“没有免费的午餐定理”，决定神经网络
性能的核心是算法与特定数据的适配性。原则上我们可以通过分析那些神经网络取得优异性能
的数据来理解神经网络的“喜好”。然而，这些数据，如图像分类和蛋白质折叠，我们对其结
构和背后的目标函数理解极为有限，本质上也是“黑盒子”。
从机器学习的角度来说，打开真实数据和神经网络间任意一个“黑盒子”都是极为重要的

研究目标。然而在实际应用中，这两个“黑盒子”常常紧密耦合在一起，这给我们观察和分析
其中任何一个“黑盒子”的内在结构和规律增添了极大的困难。面对这种挑战，我们研究的一
个基本策略是先利用人造数据拆解神经网络“黑盒子”的规律和偏好，再利用神经网络的规律
和偏好解析真实数据“黑盒子”的结构。从另一个角度出发，由于深度神经网络模型对于解决
许多复杂问题起到了“发动机”的作用，拆解其本身也具有特别重要的意义。本书的后续章节
将深入介绍当前研究在打开神经网络“黑盒子”方面取得的长足进展。我们也期待随着对其研
究的逐步深入，我们能开始着手拆解真实数据“黑盒子”。希望通过大家共同的努力，未来我
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过参数化神经网络

经验倾向于

过拟合 符合直观

通常泛化性好

过参数化模型
(参数量>样本量)

可以表达出

图 1.12: 泛化之谜示意图

们不再用“炼丹”来形容深度学习算法的设计、使用和改进。

1.8.3 神经网络的泛化之谜与隐式偏好

深度神经网络凭借其强大的表达能力和灵活的学习能力, 在各类机器学习任务上取得了令
人瞩目的成就。然而, 尽管深度神经网络在实践中展现出了惊人的性能, 但对其泛化能力的理
论理解仍然非常有限。
早在 1995 年，Breiman 教授如图 1.12所示的泛化之谜——为什么过参数化的神经网络不

会明显过拟合。具体来说，在他的论文 (Breiman, 1995) 中就敏锐地指出, 统计学习理论中的
很多结论都建立复杂度上。复杂度可以非常粗糙地通过模型参数数量的反映，也可以严格地通
过 VC 维度或者 Rademacher 复杂度来刻画。VC 维度是一种衡量模型复杂度的方法，它表示
模型能够分类的最大样本数量。Rademacher 复杂度则衡量模型在完全打乱数据集的标签后模
型的最高准确率。以线性拟合为例，当模型参数数量超过样本数量时，往往会出现多个可能的
解。在这种情况下，某些参数组合可能导致模型的泛化能力显著降低。因此，在选择模型复杂
度时，需要在拟合能力和泛化性能之间找到平衡点。如图 1.13所示, 传统的学习理论暗示, 如
果模型的复杂度过高, 训练误差和测试误差之间的差距会变大, 导致泛化性能下降。
但在现实世界中, 很多机器学习模型 (尤其是神经网络模型) 往往都具有远大于训练样本

数目的参数。传统理论认为这种过参数化 (Over-parameterization) 必然会导致过拟合, 使模型
完全记住训练数据的特点, 从而丧失泛化到新数据的能力。然而, 实践中过参数化的神经网络
不仅能轻松地把训练数据拟合得非常好, 还常常能在测试数据上取得优异的性能。这表明，深
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图 1.13: 传统的统计学习理论对应的的 U 形曲线，虚线表示训练误差，实线表示测试误差

度神经网络具有某种神奇的泛化能力，使其免于过拟合的困扰。Breiman 教授由此提出了一个
非常好的问题: 究竟是什么赋予了过参数化神经网络良好的泛化性？这背后的机制是什么？这
个问题后来被形象地称为 “泛化之谜”(Generalization Puzzle)。
尽管泛化之谜早在 1995 年就被提出, 但由于当时深度神经网络还未进入大规模实用阶段,

这个问题并未引起太多关注。直到近年来, 随着深度神经网络在各领域大放异彩, 这个谜团重
新引起了人们的兴趣。2017 年, 张驰原等人在 ICLR 的论文 (Zhang et al., 2017), 系统地实证
了泛化之谜的存在, 引发了学界的广泛讨论, 并最终荣获当年的最佳论文奖。

Zhang et al. (2017) 采用了一种称为“随机标签”(random labels) 的技巧。具体而言, 他
们用完全随机的标签替换了原始训练集的真实标签, 然后用这些随机标签去训练标准的神经网
络。多个常用的神经网络架构都能轻松地把随机标签的训练集学得非常好, 训练误差持续下降
直到接近于零。网络的这种强悍拟合能力意味着其模型复杂度非常高，足以“暴力记忆”海
量的训练样本。然而，这样高复杂度的模型对实际问题的泛化能力仍然非常高。以一个名为
Inception 的网络为例，它有超过 160 万的参数量，当把它用来分类具有 6 万张训练集和 1 万
张测试集的 CIFAR10 数据集时，它可以达到将近 90% 的准确度，远比随机猜测的 10% 准确
率要高。传统的优化领域，对于这种高复杂度的模型通常会加一些正则化项来寻找泛化好的
解。为了控制正则化项带来的不确定性，Zhang et al. (2017) 做了多种实验，包括含有不同正
则化项的训练和完全没有正则化项的训练，模型均能表现非常好的泛化能力。这些实验表明经
典统计学习理论无法对深度神经网络的泛化行为做出令人满意的解释。
泛化之谜揭示了深度神经网络令人费解但又不可忽视的一面。它不是泛泛地问神经网络为

何如此强大, 而是尖锐地指出参数数量与泛化性能之间存在悖论。这个悖论对深度学习的理论
基础构成了严峻的挑战:
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一方面, 从优化的角度看, 大量的参数赋予了模型极强的表达能力, 使其能够学习到训练数
据中蕴含的高度复杂的模式。从这个角度看, 参数越多越好。另一方面, 从泛化的角度看, 过多
的参数意味着模型极易过拟合, 丧失学到的模式在新数据上的适用性。从这个角度看, 参数越
少越好。
数据量与模型参数量之间的关系是机器学习中一个关键的考量点。对于线性模型中，模型

参数多于数据量会导致过拟合，而少于数据量会导致欠拟合。然而，对于神经网络模型，这种
数据量与模型参数量之间的权衡在实践中很少发生。在现代的深度学习实践中，我们发现即便
用特别大规模的神经网络来拟合相对简单的训练数据，也能获得良好的泛化性能。我们把这种
现象称为神经网络的泛化之谜，是神经网络模型的一个关键特性。这种增加模型的表达能力不
会损害泛化性能的新特性，使深度学习在一定程度上跳出了以往数据量与参数量相互制约的窠
臼，极大地降低设计神经网络模型的难度。在实际训练中，通常当我们难以训练到低训练误差
时，就可以通到增大网络规模来改善训练结果。
从概念上来说，许多研究者将神经网络的泛化之谜归结为神经网络算法具有某种隐式偏

好（又称隐式正则化）。之所以说隐式，是因为我们观察到，在过参数化条件下，即便没有在
损失函数中加任何额外的正则化项，神经网络在常见的初始化下也会从无穷的全局极小点中挑
选具有特定性质、常常泛化良好的点。仿佛训练过程背后有某种隐藏的偏好（正则化）在起作
用。从没有免费的午餐定理来看，理解这种隐式偏好将直接帮助我们搞清楚神经网络与什么样
的目标函数适配度高。

训练

�� =
1
�
 
�=1

�

 �� �� − �∗ ��  
2

参数量 > 样本数 多解 泛化性好的解

实际上，损失函数无显式正则项：

核心问题：神经网络的隐式偏好是什么？机制是什么？

训练误差=0的集合：

……

图 1.14: 神经网络隐式偏好的示意图

本书聚焦于神经网络的一般性的隐式偏好（implicit bias，又称归纳偏置，inductive
bias）：神经网络这一特殊的模型通常偏好具有什么性质的函数？后半部分则侧重特定架构神
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经网络的独特偏好：一个特定架构的神经网络偏好其函数空间中的哪些函数？偏好程度和机制
如何？如图1.14所示，隐式一词则来源于虽然神经网络损失函数中没有显示正则项，但神经网
络仍然可以在训练中选择泛化性好的解。本书中着重讲解的频率原则和凝聚现象说明神经网络
在训练过程隐式的倾向于用低复杂度的函数拟合数据，希望以此来解释泛化之谜。

1.8.4 研究手段：现象驱动的理论研究

近年来, 深度学习系统的复杂度不断提升, 其内部运作机制也变得日益难以捉摸。以 GPT
系列语言模型为例, 其参数规模之大, 训练成本之高, 令人咋舌。即便发现一个小小的缺陷, 重
新训练的代价也是天文数字。面对如此高度复杂的系统, 我们该如何探寻其内在规律, 又该如
何指引其未来的发展方向?
科学研究告诉我们, 对复杂系统的探索, 现象观察与理论分析往往是并驾齐驱、相辅相成

的。通常, 正是丰富多样的现象推动了理论的进步，成熟的理论又进一步解释更为丰富的现象。
以生物学为例, 随着生物进化, 生物大脑的结构日趋复杂。为了理解大脑的工作原理, 科学

家们在现象观察和理论研究上都投入了大量心血。他们一方面通过解剖、显微镜观察、脑成像
等手段, 获取大脑结构和活动的第一手资料; 另一方面, 他们又尝试建立数学模型, 模拟神经元
的信息传递和处理过程。正是在大量现象积累的基础上, 神经科学的理论体系才得以逐步构建
和完善。Hubel 和Wiesel通过系统的电生理实验,发现了视皮层神经元对视觉刺激的选择性响
应特性, 奠定了视觉信息处理的理论基石。他们的工作不仅揭示了视觉系统的工作原理, 也为
卷积神经网络的设计提供了重要启发。
纵观科学发展史, 现象驱动理论的案例比比皆是。天文学家第谷孜孜不倦地记录天体运动

数据, 为开普勒发现行星运动定律提供了坚实的观测基础。开普勒通过分析第谷数据, 总结出
行星运动三大定律。尽管这些定律本质上是对观测现象的经验总结, 但它们却启发了牛顿建立
经典力学体系, 实现了对天体运动的深刻理解和精确预测。
在电磁学领域, 法拉第、安培等科学家通过大量实验, 发现了电流、磁场间的多种联系。法

拉第发现电流能够产生磁场, 磁场的变化又能够产生电流, 揭示了电磁感应现象。这些实验事
实极大地丰富了人们对电磁相互作用的认识。麦克斯韦正是在前人实验的基础上, 通过深刻的
理论思考, 提出了著名的麦克斯韦方程组, 实现了电磁理论的大统一。麦克斯韦方程不仅能够
解释已有的电磁现象, 还预言了电磁波的存在, 为无线电通信开辟了道路。
热力学的发展历程同样印证了现象对理论的重要推动作用。科学家们通过大量实验观察,

发现了热机效率等一系列关键现象, 并提炼出相应的经验定律。这些现象和定律构成了热力学
理论的基石。卡诺通过分析理想热机循环, 得出了热机效率的上限, 为热力学第二定律的提出
奠定了基础。后来, 克劳修斯、开尔文等人在实验事实的基础上, 系统地建立起热力学理论体
系, 使之成为物理学的重要分支。
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综上所述, 科学发展的一个重要范式, 就是先有现象的观察和积累, 再有理论的提出和发
展。现象观察为理论研究指明方向,提供素材和依据。没有第谷和开普勒的观测数据,就难以想
象牛顿力学的诞生; 没有法拉第和安培的实验发现, 麦克斯韦也难以构建起电磁理论大厦。与
此同时, 成熟的理论又能反过来解释已有现象, 并预测新现象。牛顿力学不仅能够解释开普勒
定律, 还预言了许多新的天文现象, 如潮汐、彗星运动等; 麦克斯韦方程不仅统一了电磁现象,
还预言了电磁波的存在, 开启了无线电通信的新纪元。可见, 现象积累和理论研究如同车之两
轮、鸟之双翼, 共同推动了科学的进步。
相比纯粹的理论研究, 现象驱动的研究模式有独特优势。首先, 它能帮助我们快速锁定复

杂系统的关键影响因素。纯理论研究往往需要引入大量假设和前提, 推导过程也常常繁琐费时。
而通过巧妙设计实验、控制变量, 我们可以更高效地探索复杂系统的内在规律。这就如同研究
黑箱系统, 与其妄加揣测其内部结构, 不如先观察其外部输入输出关系。其次, 现象驱动的研究
可以为理论分析提供更广阔的思路和更多灵感。当我们过于专注于特定理论模型时, 往往容易
陷入思维定势, 忽视问题的其他方面。而广泛观察各种现象, 则有助于我们跳出固有的理论框
架, 发现新的研究方向和突破口。
不过, 并非所有的观察结果都能上升到“现象”的高度。真正的科学现象, 应当是在特定条

件下稳定出现的、具有一定规律性的自然事实。因此, 从观察到现象的提炼, 需要严谨缜密的
实验设计。我们需要精心控制实验条件, 排除各种干扰因素, 确保实验结果的可重复性; 我们需
要系统地记录和分析实验数据, 提炼出关键的统计规律; 我们还需要在不同的实验设置下考察
现象的稳定性和普适性。只有经过严格的、系统的实验论证, 一个观察结果才能真正成为指导
理论研究的科学现象。
在当前深度学习的研究中, 由于模型和数据都呈现出高度的复杂性, 通过精心设计实验来

观察现象, 就显得尤为重要和必要。一方面, 我们对真实世界数据的结构和分布缺乏全面了解,
很难直接从理论上进行分析和预测。但我们可以通过构造特定结构的合成数据, 来考察模型的
学习能力和泛化性能。例如, 我们可以设计不同频率特性的目标函数, 生成相应的训练数据, 然
后观察模型的拟合情况, 由此来验证模型是否具有频率偏好等特性。另一方面, 尽管目前我们
对模型内部的工作机制还缺乏透彻理解, 但我们可以通过系统观察模型在不同任务上的表现,
来推测其处理信息的一般规律。例如, 我们可以比较模型在各种视觉基准测试中的性能, 分析
其对不同类型特征的敏感性, 进而对模型的不同架构进行探究。
现象研究和数学理论研究都是基础研究中至关重要的组成部分。通常意义上的（数学）理

论研究, 应该同时包含现象总结和数学定理证明, 而不应狭隘地等同于定理证明。近年来, 有观
点认为基础研究发展严重滞后于应用研究, 对应用研究帮助不大。事实上, 这是一种非常错误
的看法。恰恰相反, 正是基础研究推动了每一次重要应用的进步。以 Scaling Law 为例, 正是
由于观察到这一现象,OpenAI 才坚定地通过扩大模型和数据规模, 最终引领了大语言模型的发
展。Scaling Law 这一现象的发现过程, 体现了浓厚的科学精神: 通过观察实验, 总结经验公式,
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然后进行预测, 再通过实验验证, 不断重复, 最终得到一系列可靠结论, 并对应用产生深远影响。
再如 AlphaGo, 随着落子数增加, 棋局的可能性呈指数级增长, 通过穷举采样来训练神经

网络评估棋局是不可能的。AlphaGo 的成功很大程度上在于解决了高维采样问题, 其核心想
法就是观察到并非所有棋局都是等价的, 深度神经网络可以快速辅助判断哪些棋局是没有价值
的, 往后就不必再搜索，而高质量的数据又能提升神经网络的精度，这就是蒙特卡洛树搜索结
合深度学习的精髓。还有很多类似的例子可以从本书中找到。
之所以会出现上述对深度学习基础研究误导性的观点, 主要是因为人们对基础研究或理论

研究缺乏正确认识和合理期待。基础研究并非要告诉你每个参数该如何调节, 而是可以告诉你
哪个方向是行不通的, 哪个方向更有希望; 模型擅长什么, 又有何局限。比如本书重点介绍的频
率原则, 告诉我们模型擅长解决低频问题, 面对高频问题则力有不逮。在一般网络上调参是困
难的, 但通过将高频函数拉伸为低频函数, 调参会更容易。至于如何拉伸, 不同文章提出了不同
方法, 尽管各有差异, 但核心思想和达到的功能是一致的, 即让调参更加容易。传统科学中也有
类似情况。热力学第一定律指出能量守恒,第一类永动机不可能,避免浪费精力。热力学第二定
律指出不可能从单一热源吸收能量使之完全转化为有用功而不产生其他影响, 第二类永动机不
可能, 避免浪费精力。化学理论指出炼金术把铜变成金是不可能的, 避免浪费精力。把木碳在
高温高压下变成钻石虽然可能, 但工艺难度极大, 经过长期发展, 现在人造钻石已经比较普遍。
一个优秀的基础（理论）研究, 可以从以下几个方面来判断:
基本条件:

1. 问题重要: 发现或研究有趣的现象或理论问题。

2. 可分析: 简单到可以分析, 但又复杂到足以对关心的现象或问题提供理解。

3. 可验证: 可以通过实验加以验证。

高级条件:

1. 能够引出更多有意思的现象或理论问题, 帮助我们更深入理解。

2. 有助于指导实际算法的设计。

3. 有助于培养理论或应用人才。

现象观察和理论研究相辅相成, 共同推动了深度学习乃至整个科学的发展。在深度学习日
益复杂的今天, 从丰富的现象入手, 系统总结规律, 建立理论框架, 将是探索深度学习奥秘、指
引其未来发展的重要途径。让我们携手并进, 在现象与理论的映照中, 共同开创深度学习的美
好明天。
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1.9 习题

1. 什么是回归问题？什么是分类问题？回归问题和分类问题有什么区别？

2. 误差可以进一步如何进行细分？它们各自有什么作用？数据、模型和算法分别对哪些子
误差有影响？

3. 最小二乘法：假设我们使用线性函数 y = ax+ b 来拟合一批数据点 {(xi, yi)}Ni=1。我们应
该如何求得最优的 a, b？（提示：可以定义误差 L =

∑N
i=1(axi + b− yi)2，之后用梯度下

降法求解）

4. 有哪些常用的激活函数？为什么不使用多项式激活函数？

5. 神经网络是如何学习数据的？

6. 一层网络有什么限制？

7. 什么是万有逼近定理？什么样的网络具有万有逼近能力？

8. 用多项式拟合是否具有万有逼近定理？

9. 参数初始化和网络的规模有什么关系？可不可以一直用标准高斯初始化？

10. 深度学习中常用的 ReLU 激活函数在零点处不可导，对梯度下降有什么影响？

11. 损失景观的定义是什么？训练集和测试集的损失景观一样吗？

12. 神经网络的损失景观为什么是非凸的？

13. 损失景观与泛化是什么关系？

14. 什么是没有免费的午餐定理？它带给我们什么启示？

15. 什么是过参数化谜团？为什么这个问题是重要的？

16. 什么是现象驱动的研究？

17. Adam 算法的思想是什么？Adam 什么情况下比 SGD 收敛更快？

18. 为什么传统理论认为模型参数越多越容易发生过拟合？

19. 你怎么看待 “命名法” 和 “考古法” 这两种研究方法？

20. 深度学习理论有存在的必要吗？理论和应用的发展有什么规律吗？
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Chapter 2

维数灾难

维数灾难是机器学习和数据科学领域中一个根本性的挑战。当我们处理的数据维度增加
时，很多算法的性能会显著下降，计算复杂度和样本量需求呈指数级增长。本章将深入介绍高
维数据的特性，并在此基础上探讨维数灾难的本质、影响以及克服方法。
本章2.1节将介绍一些在高维空间中具有反直观性的几何和统计特性。例如，高维单位球

的体积随维度增加迅速减少至接近零；在高维单位球中随机选取的两个点几乎必定相距一个几
乎恒定的距离，并且极有可能是正交的；数据点几乎全部集中在球的表面附近，而非中间区域
等等。在 2.2节中，我们将通过一些实例进一步探讨在实际问题中遇到的维数灾难。
近年来，深度学习因其卓越的表示和泛化能力、灵活的结构设计，为克服维数灾难带来了

新希望。实验结果显示，深度神经网络在处理高维数据（如自然图像、自然语言、围棋等）方面
远超过传统方法，成功解决了多个极具挑战性的高维问题。这无疑让人对深度学习的潜力充满
期待。但深度学习到底是如何胜任这些任务的呢？在何种意义下它能克服维数灾难？在 2.3节
中，我们将围绕“克服维数灾难的策略”这一主题，探讨对蒙特卡洛方法和神经网络方法克服
维数灾难的理解。

科普篇

什么是维数灾难？

维数灾难（Curse of Dimensionality，简称 CoD）是指当数据的维度（例如特征数量）增
加时，许多机器学习和统计方法所需的参数量或样本量随维数指数级上升的现象。这个术语最
早由 Richard Bellman 在 20 世纪 50 年代提出，用来描述动态规划中维度增加导致计算复杂
度指数上升的问题。随着数据科学的发展，维数灾难被广泛应用于机器学习、优化和数值分析
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等领域。

为什么要关注维数灾难？

在实际应用中，数据集常常具有高维特性。图像和自然语言数据通常位于非常高维的空
间。例如，一张 256×256 的灰度图像可以看作是一个 65536 维的向量，而一个自然语言句子，
如果每个单词使用 1000 维的词向量表示，那么 100 个单词的句子可以看成一个 100000 维的
向量。当维度增加时，数据点变得稀疏，计算复杂度增加，很多传统方法难以有效处理。这种
高维空间的稀疏性和复杂性会对机器学习模型的训练和预测造成巨大挑战，因此理解和克服维
数灾难是数据科学的重要课题。

机器学习为什么会遇到维数灾难？

机器学习的一类核心问题是学习一个未知的函数 f∗。以一个经典的回归问题为例：给定
训练数据集 {(xi, yi)}ni=1，其中 yi = f∗(xi)，我们的目标是基于这些数据找到一个函数 f̂，使
得 f̂ 尽可能精确地逼近 f∗。然而，当我们处理的数据具有高维特性时，这个看似简单的任务
会变得异常困难。
直观来讲，在高维空间中，数据点通常非常稀疏。简单来说，如果我们把一个区间切成多

个等分，那么在高维空间中，这些小区间的数量会随着维度增加呈指数级增长。举个例子，在
二维空间中，如果把一个区间分成 10 等分，我们会有 100 个小区间；而在三维空间中会有
1000 个小区间。当维数很高时，哪怕有数百万的数据点，这些数据点在高维空间中也显得非
常稀疏，无法覆盖所有小区间。这样，高维空间中的数据点分布非常稀少，使得逼近一个高维
函数变得异常困难。经典的函数逼近理论 (DeVore, 1998) 正是刻画了这一点：在高维空间中，
逼近一个目标函数所需的样本量会随着维度的增加而指数上升，因此会遇到维数灾难。

克服维数灾难的方法有哪些？

克服维数灾难的经典方法之一是蒙特卡洛方法。考虑一个高维数值积分的例子，在高维情
况下，如果我们使用传统的打网格方法求解，网格数目随维数指数增加，因此将会遇到维数灾
难；而使用蒙特卡洛方法随机采样，积分精度与维数 d 无关，因此克服了维数灾难。

2.1 高维空间的特点

高维空间有许多反直觉的特点, 与我们习惯的低维空间有很大不同。本节我们将介绍几个
高维空间的重要性质, 帮助读者建立关于高维空间的直观感受。
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2.1.1 高维空间中数据的稀疏性

在高维空间中，数据点的分布通常是极其稀疏的。想象在一个 d 维的单位超立方体 [0, 1]d

内随机撒下 n 个点，其中每个点的坐标是在区间 [0, 1] 上独立且均匀分布的。如果我们将这个
区间划分为 k 个等长的子区间，那么整个超立方体就会被分割成 kd 个小立方体。随着维数 d

的增加，哪怕是数百万的数据点也不足以覆盖 kd 个小立方体中的每一个。换句话说，大多数
立方体将是空的，这种情况在高维空间中是普遍存在的。
为了确保每个小立方体至少有一个数据点，我们需要的样本量 n 需要满足：

n ≥ kd. (2.1)

这意味着样本量 n 需要随维数 d 指数级增长。在现实应用中，数据的维数 d 可能非常高（例
如一张 256× 256 的灰度图像其维数就高达 65536），而可用的样本量 n 通常远小于 kd，因此
高维空间中数据的稀疏性是一个不可忽视的问题。

5 10 15 20
Dimension

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

No
n-

em
pt

y 
Cu

be
s R

at
io

n=10000, k=2

(a) 非空立方体的比例 (b) 随机采样的图像

图 2.1: 高维空间的数据稀疏性实验

为了直观地呈现数据的稀疏性, 我们考虑下面这个实验: 在 d 维的单位超立方体 [0, 1]d 内
随机采样 n = 10000 个点, 其中每个点的坐标是在区间 [0, 1] 上独立且均匀分布的。将这个区
间划分为 k = 2 个等长的子区间, 整个超立方体被分割成 2d 个小立方体, 我们统计非空小立
方体所占的比例。从图 2.1(a) 中可以看出，随着维数的增加，非空小立方体所占的比例迅速
下降，这表明数据在高维空间中变得越来越稀疏。具体而言，在 10 维空间中，10000 个数据
点显得还较为密集，但在 20 维空间中，非空超立方体所占的比例几乎已经接近于零。这意味
着，在 20 维空间中，10000 个数据点的分布极度稀疏。而如果我们进一步考虑大约 15 万维的
ImageNet 图像空间，2150000 ≈ 1045154。这是一个无比庞大的数字! 为了给读者提供一个参照，
宇宙中原子的数量级大约为 1080。即使我们每秒钟采集一张图像，日夜不停地进行采集，完成
2150000 次采集所需的时间仍然远远超过宇宙的年龄（约 138 亿年，4.4× 1017 秒）。换句话说，
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高维空间几乎是“空的”：一旦空间的维数变得足够高，在实际应用中采集到的数据点邻域所
占空间几乎可以忽略不计。
图像和自然语言数据通常位于非常高维的空间。例如, 一张 256 × 256 的灰度图像可以看

作是一个 65536 维的向量, 而一个自然语言句子, 如果每个单词使用 1000 维的词向量表示, 那
么 100 个单词的句子可以看成一个 100000 维的向量。在如此高维的空间中, 数据点天然是非
常稀疏的。图 2.1(b)展示了在高维图像空间中随机采样的结果,生成的图像看起来像随机噪声,
即“雪花图”, 与自然图像差异巨大。这表明在高维图像空间中, 绝大多数区域对应的都是非自
然的、随机噪声般的图像, 自然图像只占据了一个可以忽略不计的子区域。因此, 在非常高维
的图像空间生成一张自然图像理论上是极其困难的, 需要非常特殊的算法和模型设计, 例如生
成对抗网络 (GAN) 和扩散模型 (Diffusion Model)。
同样地, 在高维的自然语言空间中随机采样, 生成的文本通常缺乏语法结构和语义连贯性,

与自然语言文本有很大不同。虽然著名的“无限猴子定理”从理论上探讨了无限时间内随机敲
击键盘可以最终生成莎士比亚作品的可能性，然而，实际情况是，高维空间中有意义的自然语
言文本非常稀疏，在有限时间内的随机采样几乎不可能碰巧生成连贯、有意义的文本。这揭
示了高维空间的一个基本特性：自然的、有意义的对象只占据了整个空间的一个极小的子集，
随机采样很难碰巧采到这些对象。这也是为什么我们需要专门设计的生成模型（如语言模型
GPT）来生成高质量的自然语言文本。
高维空间中数据的稀疏性对机器学习提出了重大挑战。然而，我们也应该注意到，高维空

间中的数据尽管稀疏，但通常带有某种结构。以图像数据和自然语言处理为例，图像中的像素
并不是随机分布的，而是具有局部相关性，这样的结构允许我们用卷积神经网络（CNN）来捕
捉图像中的平移不变性和局部特征。类似地，自然语言文本具有长程依赖性，即一个句子中的
不同单词之间存在着依赖关系。因此，Transformer 模型使用自注意机制实现对句子中任意词
对之间关系的建模。例如，在句子“猫坐在垫子上”中，“猫”和“垫子”之间存在着直接的信
息关联，而这种关联可以被自注意机制有效捕捉和利用，从而生成更有效的文本表示。

2.1.2 体积集中在表面的特性

在高维空间中, 一个引人注目的现象是大部分体积都集中在对象的表面附近。为了理解这
一点, 让我们考虑一个位于 d 维欧氏空间 Rd 中的紧致对象 Ω, 这里的“紧致”意味着它是封
闭且有限大小的。如果我们将对象 Ω 的每个维度缩小一个微小的比例 ϵ, 得到一个新的内部对
象 (1− ϵ)Ω, 那么这两个对象的体积之比满足:

V ((1− ϵ)Ω)
V (Ω)

= (1− ϵ)d. (2.2)

这个关系可以通过将对象 Ω 划分为无数个无穷小的立方体来理解。如果我们将 Ω 中每个
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立方体的边长缩小为原来的 1− ϵ 倍, 那么每个立方体的体积就会缩小为原来的 (1− ϵ)d 倍, 从
而整个对象的体积也会缩小 (1− ϵ)d 倍。
利用不等式 1− x ≤ e−x (x > 0), 我们可以得到:

V ((1− ϵ)Ω)
V (Ω)

= (1− ϵ)d ≤ e−ϵd. (2.3)

当我们固定 ϵ 并让维数 d 趋于无穷大时, 上述体积比会迅速趋近于零:

lim
d→∞

(1− ϵ)d ≈ lim
d→∞

e−ϵd = 0. (2.4)

这意味着, 当维数 d 足够大时, 几乎所有的体积都集中在 Ω 的表面附近的薄层区域 Ω \
(1− ϵ)Ω 内, 而内部对象 (1− ϵ)Ω 的体积相对于整个对象 Ω 的体积而言几乎可以忽略不计。
为了更具体地说明这一点, 让我们考虑一个 d 维单位球 Bd。d 维球体是在三维空间中球

体的推广。半径为 r 的 d 维球体可以视为原点为中心，所有点到原点的直线距离不大于 r 的
一个几何体。考虑半径为 1 的情况。1 维球体是线段 [−1, 1]。2 维球体是由单位圆界定的圆盘，
其方程为 x2 + y2 ≤ 1。3 维球体（我们通常称之为“球体”）的方程是 x2 + y2 + z2 ≤ 1。我们
可以将这个定义扩展到任何维度：

Bd =

{
(x1, . . . , xd) ∈ Rd

∣∣ d∑
i=1

x2i ≤ 1

}
.

根据我们上述的分析, 当 d 很大时，d 维单位球 Bd 大部分体积都集中在距离球心 1 − ϵ
以外的薄球壳内。表 2.1 列出了当 ϵ = 0.01 时, 对于不同维数 d, 内部球 (1− ϵ)Bd 的体积相对
于整个单位球体积的比例。

维数 d 1 2 3 5 10 100 1000

内球体积比例 99.00% 98.01% 97.03% 95.10% 90.44% 36.60% < 0.01%

表 2.1: 随维数 d 增加, 内部球 (1− ϵ)Bd 所占单位球体积的比例迅速下降。

从表 2.1 中可以看到, 随着维数 d 的增加, 内部球的体积所占比例迅速下降。在 1000 维空
间中, 半径为 0.99 的内部球仅占单位球体积的不到 0.01%, 这意味着 99.99% 的体积都集中在
厚度为 0.01 的薄球壳中。
为了展示这种体积集中在表面的现象对实际机器学习的影响, 我们设计了一个拟合高维二

次函数的实验。在这个实验中,我们在 100维单位球内随机采样 10000个数据点 {(xi, yi)}10000i=1 ,
其中 yi = ∥xi∥22, 并用一个两层的 ReLU 神经网络 fθ(x) 来拟合这些数据点。
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(a) 高维空间的二次函数示意图
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图 2.2: 拟合高维空间中的二次函数实验

图 2.2(a) 展示了这个实验的二维示意图。半透明的蓝色区域表示采样数据点所在的区域，
即单位球。在神经网络训练完成之后（训练损失值小于 10−6）, 我们分别从两个角度评估模型
的表现:

1. 如图 2.2(b) 所示, 我们固定其他 99 个坐标为 0, 只沿第一个坐标轴从 −1 到 1 采样 500
个点, 并在这些点上比较神经网络的输出 fθ(x) 和真实的二次函数值 y = x21。可以看到,
在边界附近 (−1 和 1), 神经网络的预测与真实值几乎完全重合, 而在中心区域二者存在
明显偏差。这是因为高维球内均匀采样的绝大部分点都位于边界附近,所以模型在这些区
域学习得很好, 而在数据稀疏的内部区域, 模型学到的函数与真实函数相去甚远。

2. 如图 2.2(c) 所示, 我们在不同半径 r 的球面上随机采样 1000 个点 x, 并计算神经网络在
这些点上的平均绝对误差 1

1000

∑1000
i=1 |fθ(xi)− ∥xi∥22|。可以看到, 随着半径 r 的增大, 平

均误差逐渐减小, 并在 r = 1 时达到最低。其背后的机制不难理解: 靠近球心的区域数据
很少, 神经网络的泛化误差大; 而在靠近表面的区域数据较多, 神经网络的泛化误差小。

这个实验清晰地展示了高维空间中体积集中现象对机器学习的影响。在实际应用中, 如果
我们从高维空间中随机采样数据点, 那么大部分数据点都会分布在边界附近的薄层区域内, 而
内部区域的数据点则非常稀疏。这种数据分布的特点会影响机器学习模型的训练和泛化。如果
我们不仅关心模型在大部分体积处的泛化表现，还关心模型在体积很小的内部的泛化表现，我
们可以采取“重要性采样”的策略, 即在我们关心的区域人为地多采样数据，来缓解高维空间
带来的这一问题。
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2.1.3 距离的集中效应与正交性

在高维空间中, 数据点之间的距离表现出一种“集中效应”, 即这些距离倾向于在某个特
定值附近高度集中。同时, 随机选取的两个向量也倾向于彼此正交。为了直观地理解这些现象,
我们考虑在 d 维单位球内随机采样两个点 x 和 y, 并通过实验分析它们之间的欧氏距离和夹
角的分布。
首先, 我们来看距离的集中效应。在 d 维单位球 Bd 内随机采样两个点 x 和 y, 它们之间

的欧氏距离可以表示为:

∥x− y∥2 =

(
d∑
i=1

(xi − yi)2
) 1

2

.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Euclidean Distance

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

Pr
ob

ab
ilit

y 
D

en
si

ty

d=2
Theoretical

(a) d=2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Euclidean Distance

0

2

4

6

Pr
ob

ab
ilit

y 
D

en
si

ty

d=100
Theoretical

(b) d=100

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Euclidean Distance

0

5

10

15

20

Pr
ob

ab
ilit

y 
D

en
si

ty

d=1000
Theoretical

(c) d=1000

图 2.3: 高维单位球内随机采样点对之间欧氏距离的分布图，红色虚线表示距离为
√
2

图 2.3展示了在 2 维、100 维和 1000 维单位球内随机采样 10000 对点, 并计算它们之间欧
氏距离的分布情况。从图 2.3 可以看出, 随着维数 d 的增加, 随机采样点对之间的欧氏距离分
布会越来越集中在

√
2 ≈ 1.414 （图 2.3中红色虚线所示）附近, 其方差也会越来越小。这是高

维空间中距离的集中效应的体现。
考虑传统的机器学习算法，例如经典的最近邻算法（kNN），依赖于距离来进行分类和回

归操作。然而，正如图 2.3 所示，当维度增加时，最近邻和最远邻的距离差异越来越小。这意
味着在高维空间中，所有点几乎都“同等遥远”，距离的概念变得模糊且失去区分性。换句话
说，在高维空间中“最近邻概念消失了”：在二维或三维空间中，邻居的概念是清晰且直观的；
而在高维空间中，最近的邻居和最远的邻居之间的距离几乎相同。这使得 kNN 算法和其他依
赖距离的算法失去了有效性。
接下来, 我们分析随机采样向量之间的夹角。在 d 维单位球内随机采样两个点 x 和 y, 它

们之间的夹角 θ 可以通过点积计算:

cos θ = x · y
∥x∥∥y∥
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图 2.4展示了在二维、100 维和 1000 维单位球内随机采样 10000 对点，并计算它们之间夹
角的分布情况。从图 2.4 可以看出，随着维数 d 的增加，随机采样向量之间的夹角分布会越来
越集中在 90◦（图 2.4 中红色虚线所示）附近，其方差也会越来越小。这现象被称为高维空间
中向量的角度集中效应。
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图 2.4: 高维单位球内随机采样向量之间夹角的分布，红色虚线表示夹角为 90◦。

类似于最近邻算法在高维空间中遇到的问题，向量角度集中效应在某些机器学习算法中也
会导致挑战。例如，在文本处理和信息检索领域中，常见的方法是用余弦相似度来衡量两个文
档或向量之间的相似性。余弦相似度实际上是通过计算向量之间的夹角来评估相似性，角度越
小表示两个向量越相似。然而，如图 2.4所示，在高维空间中，大多数向量之间的夹角都趋向
于 90◦，这意味着它们的余弦相似度接近零，导致所有向量看起来都不相似。这对依赖余弦相
似度的算法带来了挑战。
下面让我们分析一下为什么会有距离和角度上的集中效应。首先，我们知道单位球 S 在 d

维空间中定义为与原点距离小于等于 1的所有点的集合。根据上述体积集中在表面的观察，至
少有 1− e−ϵd 比例的体积集中在单位球的边缘一小块厚度为 ϵ 的球壳中。特别地，如图 2.5(a)
所示，高维单位球的大部分体积集中在边界附近厚度为 1

d
的球壳中。如果球的半径为 r，则球

壳的厚度大约为 r
d
。

根据体积集中在表面的特性分析，如果我们在高维单位球内进行均匀的随机采样，有非常
大的概率采到厚度大约为 1

d
的球壳上。此外,另一个有趣的事实是,在高维空间中,单位球的体

积不仅集中在表面, 而且也集中在“赤道”附近。这里的“赤道”是指与任意选定的单位向量
v 正交的超平面与球壳的交集。具体来说,对于单位球面上的任何向量 v,单位球中与该向量点
积很小的点构成的集合占据了单位球的绝大部分体积。为了说明这一点, 如图 2.5(b) 所示，不
妨假设 v = [1, 0, · · · , 0]⊤, 我们可以证明单位球中满足第一个分量 |x1| ≤ 1/

√
d 的点占据了大

部分体积, 也即单位球的大部分体积位于与 v 的点积大小大约为 1/
√
d 的薄层中（具体的数学

推导此处省略, 感兴趣的读者可以参考 Blum et al. (2020)）。
这个分析的一个直接结果是, 如果我们从单位球中随机抽取两个点, 例如图 2.5(b) 中的红
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(a) 体积集中在球壳

1
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体积集中在赤道

𝒗

≈ √2

(b) 体积集中在赤道

图 2.5: 单位球的体积集中在球壳和赤道的示意图

色和蓝色虚线表示的向量，它们很可能是几乎正交的。具体而言, 根据之前体积集中在球壳的
分析, 这两个点很可能都接近表面, 并且长度为 1 − 1/d。如果我们将第一个点的方向定义为
“北”, 那么第二个点在这个方向上的投影只有 ±1/

√
d 的概率很高, 因此它们的点积将大约是

±1/
√
d，随着维数 d 增大，这个点积将逐渐趋于 0。这意味着在高维的空间中，两个向量之间

的距离几乎是
√
2, 而角度几乎是 90◦。因此, 在高维空间中, 随机抽取的点不仅几乎都位于单

位球的边缘, 而且它们之间几乎正交。这也解释了高维空间中距离和角度的集中效应。

2.1.4 高斯环带效应

考虑一个具有单位协方差的 d 维高斯分布 N(0, Id)，其概率密度函数为：

p(x) =
1

(2π)d/2
exp

(
−∥x∥

2
2

2

)
.

为了直观地展示高斯分布在不同维度下的特性，我们来看图 2.6。该图展示了从 1 维、10
维和 1000 维高斯分布中采样的 10000 个数据点距离原点的距离分布。

在 1 维情况下，如图 2.6(a) 所示，采样的数据点主要集中在原点附近，这符合我们的直
观理解：大多数点都离原点不远。而在 10 和 100 维空间中，我们看到如图2.6(b, c) 所示的现
象：大部分数据点集中在距离原点大约

√
d 的位置，并且这种分布形成了一个宽度几乎固定为

常数 (随维度继续增加，宽度保持不变) 的环带区域。
图 2.6中的实验意味着随着维数的增加，数据点不再集中在原点附近，而是被“推”向一

个特定的距离范围。这种现象被称为“高斯环带效应”，即高维空间中的高斯随机样本点更像
是“环绕”而非“聚集”在原点周围。
下面我们尝试对这个现象进行一个直观的解释。首先，让我们考虑一下高维空间中半径为
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图 2.6: 不同维数的高斯分布采样数据点到原点的距离分布图

r 的球体的体积。半径为 r 的 d 维球体的体积 V (d) 可以用以下公式表示：

V (d) =
2π

d
2

dΓ
(
d
2

)rd.
这里伽马函数 Γ(d) 是是阶乘概念在实数和复数上的推广。直观地说，rd 和 π

d
2 是关于 d 和 d

2

的一个快速增长的指数函数，而 Γ
(
d
2

)
随维数 d 变大，其增长速度与阶乘函数类似，因此二者

相比，体积 V (d) 随着维数 d 的增加将迅速趋近于 0：

lim
d→∞

V (d) = 0. (2.5)

这表明，随着维数的增加，d 维球体的体积趋于 0，这对所有半径 r 都成立。
接下来，我们解释为什么从高维高斯分布采样的数据点会集中在一个环带：

• 在高维空间中，概率密度函数在原点（即 x = 0）达到最大值，但原点附近包含的体积极
小。虽然在原点处概率密度最高，但根据式 (2.5), 单位球的体积在高维空间中迅速减小，
即使在原点附近的概率密度最大，整体上积分得到的概率几乎为零。

• 为了获得更显著的概率，我们需要增大积分的区域，考虑半径大约为
√
d的球壳附近。在

此球壳区域，虽然概率密度有所减小，但球体的体积变得相对较大，因此积分之后的总
概率变得显著。

• 当 ∥x∥22 显著大于 d 时，由于指数衰减的影响，概率密度 p(x) 会迅速趋近于零。这意味
着，虽然球体的体积随着半径的增加而增加，但概率的提高却非常有限，因为概率密度
的减小速度超过了体积的增加速度。

数学上，高斯环带定理（Gaussian Annulus Theorem）正式表述了这种集中趋势 (具体细
节可以参考 Blum et al. (2020)）。如图 2.7所示，对于每个方向上方差为 1 的 d 维高斯分布，
这个定理断言几乎所有的概率都集中在半径为

√
d、宽度为一个固定常数的环带中。
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概率质量集中在环带

图 2.7: 高斯环带定理示意图

高斯环带效应对我们理解高维噪声有重要意义。例如, 在扩散模型中, 我们需要对一张
256 × 256 的自然图像加随机噪声。这个噪声图像的每个像素是独立的, 服从 d = 65536 维的
高斯分布。高斯环带定理保证了加完高维随机采样的噪声后的图像与原来自然图像的距离几乎
都是一个确定的常数（即

√
d）。此外, 在扩散模型中, 需要添加多步噪声。因为高斯分布的多

步叠加依然是一个高斯分布, 加噪后的图像距离原始图像依然有一个确定的正距离。因此, 不
论我们如何加噪, 我们几乎都不用担心噪声之间会相互抵消, 从而回到原来的自然图像。但是
对于一维问题，在多步叠加高斯分布噪音的过程中, 会有显著的概率返回原点附近。

此外，在大规模文本分类任务中，文档通常被表示为高维向量，其中每个维度对应一个词
汇项。由于词汇量庞大，这些向量处于高维空间中。高斯朴素贝叶斯算法假设每个类别的文档
特征按照高维高斯分布进行建模。高斯环带效应意味着，尽管文本向量可能处于高维空间中，
它们的距离在各类内部会集中在特定范围内。因此，使用高斯分布来建模文档类别间的差异，
能够有效区分不同类别。例如，假设有两个类别的文档，它们在高维空间中分别形成两个不同
的高斯分布。高斯环带效应确保每个分类内的文档向量在一个确定的距离范围内，这使得分类
器在这种环境下仍然有效。

2.1.5 随机投影降维

在现代机器学习, 尤其是深度学习中, 我们经常需要处理高维数据, 例如图像数据和自然语
言数据。假设我们有一个包含 n 个数据点的数据集, 其中每个数据点都位于 d 维空间 Rd 中。
随着数据维数 d 的增加, 直接在原始高维空间中对数据进行分析和处理会带来较高的存储和计
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算负担。这就需要用到降维技术。
在高维空间中，有一个重要的特点是，我们可以通过随机投影降维来保持点与点之间的距

离关系。一个经典的定理——Johnson-Lindenstrauss引理，利用高斯环带效应证明了可以通过
随机线性映射将原始数据嵌入到一个通常远低于原始维数 d 的 k 维空间（k 依赖于 logn）中,
且点与点之间的距离可以近似得以保持 (具体细节可以参考 Blum et al. (2020)）。
该引理中的随机映射 f 非常简单，可以用一个 k × d 的随机矩阵 R 来实现:

R =
1√
k


r11 r12 · · · r1d

r21 r22 · · · r2d
...

... . . . ...
rk1 rk2 · · · rkd

 ∈ Rk×d.

其中 rij 是独立同分布的高斯随机变量, 均值为 0, 方差为 1。这样对于任意 d 维向量 x, 其随
机投影 f(x) 就可以表示为 f(x) = Rx ∈ Rk。

Johnson-Lindenstrauss 引理表明, 高维空间中的 n 个点可以嵌入到维数约为 O(logn) 的
低维空间中, 且点与点之间的距离可以近似得以保持，并且这种嵌入只需要通过一个简单的随
机投影映射就可以实现。在实践中, 我们通常取 logn 量级的维数就可以得到较好的嵌入效果。
在机器学习领域, 随机投影引理启发我们可以通过嵌入或投影, 将高维数据压缩到一个较

低维的空间来处理，这能够降低存储和计算资源的消耗。例如在自然语言处理任务中, 我们通
常将每个词表示为一个 one-hot高维词向量，维数取决于词表的大小 n，通常可以达到数十万。
随机投影引理告诉我们, 可以使用随机投影将这些词向量嵌入到一个 O(logn) 维的更低维空间
中, 而词之间的语义相似性 (通常用向量之间的距离来度量) 依然能够得到很好的保持。在图
像领域，考虑我们有一组高清图片，每张图片都是一系列像素值的高维数字表示。传统处理高
维图像数据不仅费时而且费力。通过随机投影降维，我们可以将每张图片投影到一个低维空间
中，从而减少计算的复杂性。更重要的是，即便在降维之后，这些图片之间的相似性 (通常用
向量之间的距离来度量) 仍然能够得到较好的保持，使我们能够利用降维后的数据进行高效的
图像分类和搜索。

2.1.6 数据的线性可分性

尽管在机器学习中处理高维数据时往往会面临诸多挑战，但高维空间也带来了一些独特的
优势。其中一个显著优势是增强了数据的线性可分性，使得诸如传统机器学习中核方法（Kernel
Methods）这样的技术变得更为有效。
线性可分性指的是在空间中存在一个超平面（在二维中是一条直线，在三维中是一个平

面），能够将不同类别的数据点完全分开。我们以经典的 XOR 问题为例来探讨这一现象。如
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图 2.8: XOR 问题的二维和三维数据分布示例图

图 2.8 所示，在二维空间中，我们有两类点，红色和绿色。这些点彼此交错，无法用一条直线
将它们分开。然而，神奇的事情发生了：当我们将数据映射到更高的三维空间时，这些点变得
线性可分。这是因为在高维空间中有更多的“自由度”或“维度”来找到一个可以分开不同类
别数据的超平面。
核方法就是充分利用高维空间线性可分性的一种经典技术。核方法通过将原始低维数据进

行非线性映射，使其嵌入到一个高维空间中。在这个高维空间里，数据通常会变得线性可分，
然后我们可以在高维空间中应用线性分类器，如支持向量机（SVM）。这种方法背后的原理是，
通过增加新的维度，我们为数据点提供了额外的“活动空间”，使得在新空间中找一个平面来
分隔这些点变得可行。这种技术不仅限于 XOR 问题，在许多实际应用中，我们常常利用类似
的方法来解决线性不可分的问题。
核方法通过引入核函数，实现了这种非线性映射，使得原本在低维空间中难以分离的数据

在高维空间中变得可分。神经网络模型也可以理解为一种利用非线性变换来增强数据线性可分
性的技术。事实上，可以将神经网络看作是一系列复杂的非线性变换堆叠在一起，其目标是在
网络的倒数第二层将数据变得线性可分，然后通过最后一层的线性分类器进行分类。

2.2 维数灾难的例子

维数灾难是指当数据的维度增高时, 为了保持模型的精度, 算法所需的参数量或数据量会
随维数呈指数级增长。维数灾难是解决许多高维问题所需要面对的关键挑战。本节我们将通过
一些具体的例子来展示维数灾难的表现和后果, 让读者对这一概念有更加直观和深刻的理解。
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2.2.1 高维数值积分

数值积分是应用数学中的一个重要工具, 它允许我们近似计算定义在某区域上的函数的积
分。在一维空间中, 有许多高效的数值积分方法, 例如梯形法则、辛普森法则和高斯求积法。这
些方法通过将积分区间划分为若干个小区间, 然后在每个小区间上用简单函数 (如多项式) 来
近似原函数, 从而将连续的积分转化为离散的求和。
然而, 当我们尝试将这些方法推广到高维空间时, 我们会遇到严重的问题。考虑一个简单

的例子, 我们希望在 d 维单位超立方体 [0, 1]d 上计算一个函数 f(x) 的积分, 积分可以写为:

I =

∫
[0,1]d

f(x) dx.

在一维情况下, 我们可以使用 n 个等距节点的网格来近似这个积分, 每个节点的间距为
1/n。这个方法被称为复合梯形法则。通过将 [0, 1] 区间划分为 n 个小区间, 复合梯形法可以将
积分近似为:

I ≈ 1

n

(
f(x0) + f(xn)

2
+
n−1∑
i=1

f(xi)

)
,

其中 xi = i/n 是第 i 个节点的坐标。对于光滑的被积函数 f(x) , 复合梯形法则的误差通常与
n−2 成正比。这意味着, 如果我们将节点数 n 增加 10 倍, 积分的近似误差就会减小大约 100
倍。
现在让我们考虑将复合梯形法则推广到 d 维空间。一种自然的推广方式是, 在每个坐标轴

上均匀放置 n 个节点, 从而得到一个 d 维的网格。这个网格将整个积分区域 [0, 1]d 划分为 nd

个小的超立方体, 每个超立方体的边长为 1/n 。如果我们在每个超立方体上应用一维的复合梯
形法则, 就可以得到整个积分的一个近似:

I ≈
(
1

n

)d n∑
i1=0

· · ·
n∑

id=0

w(i1, . . . , id)f(xi1 , . . . , xid),

其中 w(i1, . . . , id) 是权重函数，xij = ij/n 是第 j 维上的第 ij 个节点的坐标。
乍一看, 这似乎是一个合理的推广。但是，让我们仔细看看这个方法需要多少个节点。如

图 2.9 所示，在一维情况下, 我们需要 n 个节点。在二维情况下, 我们需要在一个 n × n 的网
格上采样, 总共需要 n2 个节点。在 d 维的情况下, 我们需要在一个 n×n× · · · ×n 的网格上采
样, 总共需要 nd 个节点。这就是维数灾难的直观体现。节点数量, 也就是计算积分所需的函数
评估次数, 随着维数 d 的增加呈指数级增长。即使对于相对较小的 d 和 n , 计算量也会迅速变
得巨大，计算变得不可行。举个具体的例子, 假设我们要计算一个 10 维空间上的积分, 如果我
们在每个维度上使用 10 个节点, 那么总共需要 1010 = 10, 000, 000, 000 个节点。这意味着我们
需要评估函数 f(x) 100 亿次! 即使每次评估只需要 1 纳秒, 完成所有评估也需要 10 秒钟。而
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1维等距节点: 𝒏 2维等距节点: 𝒏𝟐 3维等距节点: 𝒏𝟑

⋯⋯

𝒅	维等距节点: 𝒏𝒅

图 2.9: 离散打网络的数值方法遇到维数灾难的示意图

如果维度增加到 20, 同样使用每维 10 个节点, 那么我们需要 1020 次函数评估，而时间增加到
约 3000 年，这在实际中是完全不可行的。
这个简单的例子揭示了高维问题的一个基本困难: 计算复杂度往往随维数呈指数级增长,

即所谓的“维数灾难”。许多在低维空间中行之有效的算法, 在高维空间中都会遇到该阻碍，从
而无法有效地处理高维数据。

2.2.2 高维偏微分方程

高维偏微分方程在现代科学和工程领域有着广泛而重要的应用，但同时也面临着计算复杂
度的巨大挑战。让我们通过一些具体的例子来深入了解这些应用和挑战：

量子物理中的薛定谔方程 在量子物理中，描述由 d 个粒子组成的量子系统的波函数满足薛
定谔方程，而这个方程恰好是一个定义在 R3d 高维空间上的偏微分方程。也就是说，即使对于
一个只含 d = 10 个粒子的量子系统，其薛定谔方程所对应的空间维数也已经高达 30 维。随
着粒子数 d的进一步增加，薛定谔方程的维数将变得更加庞大。这给利用经典数值方法求解薛
定谔方程带来了极大的困难。

金融工程中的 Black-Scholes 方程 在金融工程领域，期权定价是一个核心问题，而 Black
Scholes 偏微分方程是解决期权定价问题的重要工具。然而，Black-Scholes 方程的空间维数
正好对应于所考虑的金融资产的数量。以一个由 100 种资产构成的投资组合为例，其对应的
Black-Scholes 方程就是一个 100 维的偏微分方程。可以想见，对于一个更加复杂的金融衍生
产品，所涉及的资产数量可能远远超过 100 种，由此导出的 Black-Scholes 方程维数也将变得
极高。这对于金融工程师利用数值方法进行期权定价带来了很大挑战。
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为了从直观上理解高维偏微分方程中的维数灾难，让我们考虑求解 d 维单位立方体 [0, 1]d

上的一个简单的 Poisson 方程： −∆u = f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

这里 Ω 表示单位立方体的内部，∂Ω 表示单位立方体的边界。
如果用有限差分方法（即通过差分近似导数）离散这个方程，在每个坐标方向上均匀剖分

n 个网格，类似于图 2.9 所展示的那样，那么离散后方程的未知量 u 将有 N = nd 个自由度。
可以看到，离散方程的规模 N 会随着空间维数 d 呈指数增长。这意味着当维数 d 较大时，即
使 n 取一个较小的值，N 也将是一个天文数字。这导致即使对于中等规模的高维问题，经典
的数值方法也可能变得在计算资源上不可承受。
高维偏微分方程在许多领域都有重要应用，但求解这些方程必须克服“维数灾难”带来的

挑战。经典数值方法在高维问题中可能完全失效，因此亟需发展新的理论和方法。我们将在后
面讨论用神经网络解决高维问题的方法，以期为这一难题提供新的思路。

2.2.3 高维函数逼近

在许多机器学习任务中，如回归和分类，我们的目标是从样本数据中学习一个从高维输入
空间到输出空间的映射函数。输出空间可以是实数（对于回归问题），也可以是一个有限的类
别集合（对于分类问题）。函数逼近理论研究的是，如何找到一个函数，使其在给定的数据上
能够尽可能接近目标函数。
经典的函数逼近理论告诉我们，在高维空间中，逼近一个目标函数的难度会随着维度的增

加而指数上升。换句话说，随着维度 d 的增加，样本数量 n 必须以指数级的速度增长，才能
保持相同的逼近精度。具体来说，如果我们有一个目标函数 f∗，并且我们通过采样 n 个样本
点来逼近它。那么在高维空间中，我们的逼近误差 ε（即我们找到的逼近函数和真实目标函数
之间的差距）大致遵循如下规律 (DeVore, 1998)：

ε ≈ n−s/d (2.6)

这里，s 是目标函数的光滑程度，d 是数据的维度，n 是样本数量。随着维度 d 的增加，样本
数量 n 必须指数增加，才能保持相同的逼近误差。高维函数逼近面临的一个主要问题是所谓
的“维数灾难”。即使目标函数非常光滑 (即 s 很大)，要在高维空间中逼近它，我们仍需要大
量的样本。这使得在实际应用中高效地学习和逼近高维函数变得非常困难。
为了更直观地理解高维函数逼近问题，我们通过一个具体的例子来说明光滑性和维数对函

数逼近的影响。首先，我们来看目标函数的光滑性如何影响我们的逼近效果。如果目标函数 f∗

是一个线性函数，由于线性函数变化平滑，意味着我们需要的样本点数量相对较少。通过少数
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几个点，我们就能很好地逼近这个函数。但是，如果目标函数的光滑性很差，函数值在不同区
域变化剧烈。为了准确地逼近这样的函数，我们需要采样更多的样本点，尤其是集中在变化剧
烈的区域，以确保逼近误差小。
接下来我们考虑维数升高带来的影响。假设我们的输入空间是一个 d 维单位立方体，即

每个维度都在 [0, 1] 范围内。我们希望用 n 个样本点来逼近一个在这个空间中的目标函数。当
d = 1 时，我们可以在 [0, 1] 区间内均匀分布 n 个样本点。这样，两个相邻样本点之间的距离
大约是 1/n。由于目标函数是光滑的，我们可以较好地逼近它，在样本点之间差距不大的情况
下，逼近误差会比较小，大约是 n−s。如图 2.10 所示，当维度 d 增加时，样本点之间的间距
将迅速增大。在 d 维空间中，每个维度上的样本点大约为 n1/d 个，因此样本点之间的距离大
约是 n−1/d。随着维度 d 增加，每一维上的样本点数目急剧减小，样本点之间的距离变得很大，
使得我们难以捕捉到目标函数的变化。因此，逼近误差变得很大，大约是 n−s/d，维数越高，逼
近误差越大。

1维𝒏个采样点,平均间距: 
𝟏
𝒏

2维𝒏个采样点,平均间距: 
𝟏
√𝒏

⋯⋯

𝒅	维𝒏个采样点,平均间距: 
𝟏

𝒏
𝟏
𝒅

图 2.10: 高维函数逼近遇到维数灾难的示意图

高维函数逼近问题的维数灾难告诉我们, 在高维情形下, 即使目标函数非常光滑, 我们也需
要随着维数指数级增长的样本数量才能保证一定的逼近精度。这对机器学习算法提出了很大的
挑战, 因为实际获得的训练样本数量往往远小于理论上所需的样本数量。然而，尽管一般情况
下高维函数逼近的样本复杂度很高, 但对于某些特定的函数空间，神经网络可以在较少的样本
上达到良好的逼近效果，我们将在后面的部分讨论关于神经网络克服维数灾难的理解。
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2.3 克服维数灾难的方法

2.3.1 蒙特卡洛方法

蒙特卡洛 (Monte Carlo) 方法是一类基于随机抽样的数值方法，它利用概率和统计的思想
来解决高维问题，从而克服维数灾难。与传统的确定性算法不同，蒙特卡洛方法引入了随机性，
通过在问题的解空间中随机采样，并对这些随机样本进行统计平均，来估计所要求的量。
蒙特卡洛方法最初由乌拉姆 (Stanislaw Ulam)、冯·诺伊曼 (John von Neumann) 等人在

研究原子弹设计时提出，其名称来源于著名的赌城蒙特卡洛，象征着其中的随机性和博弈性
质。自 20 世纪 40 年代诞生以来，蒙特卡洛方法得到了蓬勃发展，并在物理、化学、生物、工
程、金融等诸多领域得到了广泛应用。
蒙特卡洛方法为何能克服维数灾难呢？我们通过一个简单的例子来说明。考虑计算 d维单

位立方体 [0, 1]d 上的积分

I =

∫
[0,1]d

f(x) dx. (2.7)

如果用均匀采样的蒙特卡洛方法来估计这个积分，即从 [0, 1]d 中独立地抽取 n 个随机样本点
{xi}ni=1，然后用样本均值来近似积分：

In =
1

n

n∑
i=1

f(xi). (2.8)

不难验证，In 是 I 的无偏估计，即 E[In] = I。而 In 的方差为

Var(In) =
Var(f)
n

, (2.9)

其中 Var(f) 是被积函数 f 在 [0, 1]d 上的方差，定义为：

Var(f) =
∫
[0,1]d

(f(x)− E[f(x)])2 dx. (2.10)

因此，蒙特卡洛估计的均方误差为

E
[
(I − In)2

]
=

Var(f)
n

. (2.11)

可见，这个误差仅依赖于样本数 n 和被积函数的方差，而与维数 d 无关。换句话说，不管问
题的维数有多高，蒙特卡洛方法都能以 O(n−1/2) 的收敛速度逼近积分。这种维数无关性，正
是蒙特卡洛方法克服维数灾难的根本原因。
直观地说，蒙特卡洛方法之所以能避免维数灾难，是因为它并不试图用一个规则的网格来

填充整个高维空间，而是随机地在这个空间中撒下一些采样点。在高维空间中，绝大部分的体

63



积都集中在边界附近的一个狭小区域内。蒙特卡洛方法恰恰能自适应地将更多的样本点放置在
这些区域中，而无需在对积分贡献很小的内部区域浪费计算资源。这种自适应性使得蒙特卡洛
方法能高效地进行数值积分的计算，避免了维数灾难。
但是我们也必须指明，蒙特卡洛方法尽管克服了维数灾难，但是其采样效率在一些具体

的问题中仍然存在不足。例如在我们前面考虑用神经网络逼近一个高维二次函数的实验中
（图 2.2），蒙特卡洛方法自适应地在单位球的球壳附近采了大量的样本点，导致模型在积分
意义下的泛化误差确实很小，但是当我们关注单位球内部靠近球心的那些测试点时，其泛化误
差特别大。因此，对于蒙特卡洛采样效率高低的判断需要具体问题具体分析。在实际应用中，
人们发展了许多改进的蒙特卡洛采样效率方法，如重要性采样、分层采样、马尔可夫链蒙特卡
洛等，以进一步提高其采样效率。此外，蒙特卡洛的收敛率 O(n−1/2) 虽然与维数无关，但是
若要将误差降低一个数量级，所需的样本数仍然面临 100倍的增加。这样的收敛率在低维问题
中通常没有竞争力。
在围棋这样一个具体的高维问题中, 随着落子数增加, 棋局的可能性呈指数级增长，采样

面临维数灾难。因此，通过穷举采样来训练算法评估棋局是不现实的。AlphaGo 的成功很大程
度上在于解决了高维采样困难。其核心思想首先是通过蒙特卡洛树搜索来避免维数灾难。其次
是观察到每一步并非所有可下的位置都有同样的发生概率。可以用深度神经网络来学一个给定
棋局下的采样概率分布，快速排除几乎不可能发生的无价值位置，专注于对有显著价值位置的
随机采样和搜索。这也就是重要性采样的思想。通过这种方式，AlphaGo 实现了在庞大的状态
空间中的高效采样和最优策略近似。
总的来说，蒙特卡洛方法是一类强大而通用的数值方法，尤其擅长处理高维问题。它通过

随机抽样和统计平均的思想，巧妙地规避了维数灾难。在当前大数据时代，随着问题规模和复
杂度的不断增加，蒙特卡洛方法及其思想正在发挥越来越重要的作用。

2.3.2 神经网络方法

人工神经网络, 特别是深度学习模型, 在处理高维复杂任务时（如图像和自然语言任务）展
现出了超越经典机器学习方法的优异表现。那么, 是否可以严格地证明神经网络在某些情况下
可以克服维数灾难呢？
为了从理论上理解神经网络的这种“魔力”，数学家们引入了一个关键概念——Barron 空

间。这是一类专门为分析神经网络性能而设计的函数空间。它最早由 Barron 在 1993 年的开
创性工作中引入 (Barron, 1993), 并在鄂维南、吴磊、马超等人的工作 (E et al., 2019) 中进一
步发展和完善。Barron 空间中的函数具有一个特殊的性质：它们都可以表示为以下积分形式：

f(x) =

∫
Sd
a(w)σ(wTx)dπ(w). (2.12)
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这里，Sd = {w | ∥w∥1 = 1}表示 1-范数下的单位球面，σ是满足齐次性的激活函数（如 ReLU），
w 代表球面上的一个方向，π(w) 是一个概率分布，而 a(w) 描述了每个方向上的“权重”或
“贡献度”。

我们可以将这个积分表示理解为一个无限宽的单隐层神经网络：每个隐层神经元对应球面
上的一个方向 w，具有相应的权重 a(w)。事实上，有限宽的两层神经网络也属于 Barron 空
间。一个宽度为 m 的两层网络 f(x) =

∑m
k=1 akσ(w

T
k x) 可以看作是上述积分表示的离散版本，

其中概率分布变成了：

π(w) =
1

m

m∑
k=1

δ(w −wk).

这里 δ(·) 是狄拉克 δ 函数。根据万有逼近定理，连续函数都可以用有限宽的两层神经网络任
意精度地逼近。这意味着 Barron 空间在连续函数空间中是稠密的——它能够逼近几乎所有我
们感兴趣的连续函数。因此，Barron 空间是一个非常“大”的函数空间。
现在我们来看神经网络逼近 Barron 空间函数的一个重要结果 (E et al., 2019)：对于任意

的 Barron 空间中的函数 f，存在一个宽度为 m 的两层神经网络 f(·; θ̃)，使得：

Ex[(f(x)− f(x; θ̃))2] ≤
3γ22(f)

m
.

其中 γ2(f) := inf(a,π)∈Θf

(∫
Sd |a(w)|2 dπ(w)

)1/2 是函数 f 的某种 Barron 范数，与数据维数 d

无关, 这里的 Θf 表示所有能够表示函数 f 的 (a, π) 对的集合。
这个结果的证明巧妙地运用了蒙特卡洛随机抽样的思想。具体来说，对于 Barron 空间中

的函数 f，我们知道它有式 (2.12)的积分表示。现在，如果我们从分布 π 中独立随机抽取 m

个样本 {wk}mk=1，就可以构造如下的两层神经网络来逼近 f：

f(x; θ̃) =
1

m

m∑
k=1

a(wk)σ(w
T
k x).

这正是蒙特卡洛方法的精髓：用有限个随机样本的平均来逼近积分！我们可以验证 Ew[f(x; θ̃)] =

f(x)，即神经网络的期望值等于目标函数。类似式 (2.11)，我们还可以控制逼近误差的方差为
近似为 γ2(f)

m
。这个结果的革命性意义在于：逼近精度 O(m−1/2) 与数据维数 d 完全无关，因

此克服了维数灾难！

2.4 习题

1. 什么是维数灾难? 请举例说明维数灾难可能带来的问题。

2. 为什么高维空间中数据是稀疏的？
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3. 为什么高维空间中体积集中在表面？

4. 为什么高维空间中有距离的集中效应和正交性？

5. 什么是高斯环带效应？

6. 请思考有哪些方法可以解决维数灾难？

7. 维数灾难和过拟合有什么关系？

8. 数据生活在高维空间真的不好吗？

9. 为什么高维空间中的数据更容易线性可分？

10. 两个随机向量的角度和维数的关系是什么？

11. 很多真实数据是高维的（例如图像、自然语言），为什么在真实训练过程中好像没有遇到
维数灾难？

12. n 个 d 维的数据（d 很大）应该降维到几维来尽可能保持距离？

13. 在扩散模型中用高斯分布来加噪有什么好处？

14. 从高维空间随机选取 2 个向量，为什么它们几乎是正交的？

15. 元素服从标准正态分布且独立的随机矩阵 W，试思考 W T 与 W−1 有什么关系？

16. 证明 d 维单位球的表面积 A(d) 和体积 V (d) 公式分别为：

A(d) =
2π

d
2

Γ
(
d
2

) and V (d) =
2π

d
2

dΓ
(
d
2

)
其中 Γ(x) 为伽马函数。(提示: 可以考虑使用球坐标系)

17. 请绘制出 d = 5, 10, 20 时 d 维球体体积 V (d) 随半径 r ∈ [0, 1] 的变化曲线, 分析维数 d

增大时的影响。

18. 随机在 d 维空间的单位立方体 [0, 1]d 中采样, 请计算采样点落在单位球内部的概率。

19. 蒙特卡洛方法为何能克服维数灾难？它的局限性是什么？

20. 证明蒙特卡洛方法的收敛阶是 O(n−1/2), 与维数 d 无关。此外，请思考即使蒙特卡洛采
样的数据点个数 n 已经很大了，但我们在使用神经网络学习一个高维二次函数时在某些
点的泛化误差依然很大，这是为什么？
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Chapter 3

数据与神经网络结构

数据的一种定义是未经加工和整理的信息素材, 是信息的原始形式。从生物在地球上诞生
的第一天起，生物体便面临在恶劣的、充满不确定性的环境下生存繁衍的艰巨挑战。而收集其
生存环境中的各种信息以更好地趋利弊害对于生物体的存活至关重要。比如眼睛这样的感觉器
官的出现使得生物体能够有效地收集周围环境的光信息。眼睛就像一台摄像机，可以帮助生物
体持续地采集视频数据。然而光有数据还不够，生物体必须能够从这些数据当中提取与生存相
关的关键信息才行，比如眼前的东西是什么，能不能吃，有没有危险等等。动物的神经系统就
是负责处理数据、提取关键信息的系统。只有生物体从数据中提取到的信息的价值超过生物体
感知和处理数据所消耗的能量，神经系统才能在进化的过程中不断地“升级”，形成强大的生
物智能。可以这么说，蕴藏着丰富的生存信息的数据是生物智能赖以成长的根本动力。
感官捕捉的各种数据中蕴含丰富的生存信息并不是一件显然的事。比如在海洋深处极其黑

暗的环境中，即便光线没有完全消失，当中蕴含的有效信息也是极为稀少的，就如同在极弱光
线下拍一张照片，很难从噪点中看出物体的模样。这种情况下，很多生物的眼睛就退化了。没
有视觉数据的驱动，其神经系统的智能程度也更难进化。幸运的是，在人类日常生存的环境中，
我们的感官捕捉到的视觉、听觉、嗅觉、味觉、触觉等数据的信息丰富。将生存信息从这些数
据中有效地提取出来的需求不断驱动人类大脑的进化、智能的提升。可以说，以神经系统为载
体的生物智能算法就是为了做好这样的一大类信息提取任务而进化出来的。
那么如何设计机器学习算法来完成这类复杂的从数据中提取信息的任务呢？在当前这个大

脑能力进化的速度远远跟不上数据爆炸（指数增长）的时代，这个问题显得尤为重要。仅仅依
靠人的大脑从这些数据中提取信息，无异于徒手挖矿，是极其低效的。根据没有免费的午餐定
理，我们设计的算法只有与这些数据背后任务的特征相适配，才能取得良好的性能。这方面，
生物神经网络给我们提供了一个重要的参考。毫无疑问，生物神经网络的结构及其学习算法与
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我们关注的各种图像和语言任务高度适配。那么，模仿生物神经网络来设计一种人工神经网络
算法是一种自然的想法。当前，我们清楚地看到，在突破数据和算力两个瓶颈后，基于人工神
经网络的深度学习方法取得了空前的成功。比如，一个基于 transformer 神经网络的大语言模
型从人类几乎全部的文字数据中提取我们关心的信息。这种信息提取的能力是早些年完全无法
想象的。
和生物神经系统的进化类似，深度学习算法的进化来自对于数据集的提取信息能力（比如

用测试准确率来衡量）的优胜劣汰。深度学习算法在这些年主要的进步来自神经网络架构的演
进，比如从全连接网络、卷积网络、长短程记忆网络、残差网络再到 Transformer。经验上，我
们注意到一个架构与所处理数据的内在结构越匹配，就越能取得更好的性能。
本章将探讨数据特征与神经网络架构之间的紧密联系。我们将看到, 不同的数据特征如何

启发了不同的网络设计; 而不同的网络架构又如何体现了对数据特征的不同先验假设。通过这
样的讨论, 我们希望能够建立起数据、任务和模型之间的桥梁, 为读者理解和设计神经网络架
构提供一个全面的视角。

科普篇

数据与神经网络架构存在什么联系？

神经网络的架构设计与所处理的数据类型密切相关，这种联系可以通过没有免费午餐定理
来解释。没有免费午餐定理指出，对于任何优化算法，其在所有可能的问题空间上的平均表现
是相同的。这意味着没有一种通用的算法能够在所有情况下都优于其他算法。因此，特定的数
据类型需要特定的网络架构来最优化其性能。例如，

• 图像数据：图像数据具有局部相关性和空间结构特征。卷积神经网络（Convolutional neu-
ral network, CNN）通过使用卷积层，可以捕捉图像中的局部特征如边缘和纹理，并通过
池化层减少计算量，同时保留重要的空间信息。CNN 的权重共享和局部连接特点使其特
别适合处理图像数据。

• 语言数据：语言数据是时序数据，具有上下文依赖性。Transformer 架构通过自注意力机
制，能够在处理过程中同时关注整个序列中的所有词语，捕捉远距离依赖关系。这使得
Transformer 在处理语言任务（如机器翻译、文本生成和语义分析）时表现优异。相较于
递归神经网络（Recurrent neural network，RNN），Transformer 能够更好地处理长距离
依赖，并行计算也提高了训练效率。

没有免费午餐定理提醒我们，不同类型的数据需要不同的架构来充分利用其特点，从而达
到最佳的性能。
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残差神经网络是什么？它解决了什么问题？

残差神经网络（Residual Neural Networks，ResNets）是由 He et al. 在 2015 年提出的一
种改进的深度神经网络结构，其核心思想是通过引入残差连接（skip connections）来解决深层
神经网络中的退化问题，即随着网络层数的增加，深度神经网络可能会出现训练误差增加的问
题，即退化现象。这并不是因为过拟合，而是因为梯度消失或梯度爆炸，使得训练变得困难。
残差连接通过直接将某一层的输入添加到该层的输出，使得网络可以学习残差函数（即实

际输出与输入的差值），而不是直接学习输入到输出的映射。这一设计极大地缓解了深层网络
中的梯度消失问题。
数学上，假设某一层的输入为 x，对应的理想映射为 H(x)。传统网络直接学习 H(x)，而

ResNet 通过引入残差连接，学习残差函数 F (x) = H(x) − x。因此，该层的输出为 H(x) =

F (x) + x。
主要优点有：

• 缓解梯度消失问题：残差连接使得梯度能够更容易地反向传播至前面的层，从而缓解了
梯度消失问题。

• 提高训练效率：由于每个残差块都包含直接的跳跃连接，网络可以更快地收敛。

• 支持更深的网络结构：通过引入残差块，ResNet 能够训练出非常深的网络（如 100 层以
上），并且仍然具有良好的性能。

这些特点使得 ResNet 在图像分类和目标检测等任务中取得了显著的成功，被广泛应用于
各种深度学习应用中。

图像数据有什么特点？为什么卷积神经网络更加适配图像数据？

图像数据的特点包括：

• 局部相关性：图像中的像素通常与其邻近像素有很强的相关性。例如，一张照片中的一
部分可能代表了一个特定的物体，而相邻的像素共同定义了这个物体的特征。

• 空间不变性：图像的模式（如边缘、角点等）在不同位置出现时具有相似的特征。

卷积神经网络（CNNs）更加适配图像数据的原因如下：

• 卷积操作：卷积层通过在输入图像上滑动滤波器（或称为卷积核），能够检测到局部的图
像特征，如边缘和纹理。滤波器参数是通过训练学习的，能够自适应地提取最有利于任
务的特征。
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• 权重共享：同一卷积核在整个图像上共享参数，这大大减少了模型的参数数量，降低了
计算复杂度和内存需求，同时增强了模型的泛化能力。

• 池化层：池化操作（如最大池化和平均池化）通过下采样来减小特征图的尺寸，从而减少
计算量，同时保留主要特征。这有助于实现一定程度的平移不变性，即物体在图像中移
动时仍能被识别。

这些特点使得 CNN 在处理图像数据时能够有效提取并利用空间信息，从而在图像分类、
目标检测等任务中表现出色。

语言数据有什么特点？为什么 Transformer 更加擅长处理语言任务？

语言数据的特点包括：

• 序列性：语言数据具有自然的顺序，词语的顺序对句子意义有着重要影响。

• 上下文依赖性：语言中的词语往往需要依赖前后文才能确定其确切含义。

Transformer 在处理语言任务时表现优异的原因如下：

• 自注意力机制：Transformer 通过自注意力机制，能够在处理每个词语时同时关注整个句
子中的其他词语。这种机制允许模型捕捉长距离的依赖关系，而不受序列长度的限制。

• 并行计算：与传统的 RNN不同，Transformer能够并行处理序列中的所有位置，从而显著
提高训练速度和效率。这是因为 RNN 需要依次处理每个时间步的输入，而 Transformer
可以一次性处理整个序列。

• 层次结构：Transformer 由多个编码器和解码器层堆叠而成，每一层都包括多头自注意力
机制和前馈神经网络。多头自注意力机制使模型能够关注输入序列中不同位置的不同信
息，从而增强了模型的表示能力。

这些特点使得 Transformer 在处理语言任务（如机器翻译、文本生成和语义分析）时具有
显著优势，特别是在需要捕捉复杂的上下文依赖和长距离关系的情况下。

3.1 全连接网络

全连接网络是一种经典而又基础的神经网络结构, 通常由输入层、隐藏层和输出层组成,
每一层都包含若干个神经元节点。除了输入层外, 网络中每个神经元接收来自上一层所有神经
元的输入, 形成了“全连接”的结构。这些连接都具有可学习的权重参数, 使得网络能够通过训
练来适应不同的任务。
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在全连接网络的前向传播过程中, 每个隐藏层神经元会对来自上一层的输入信号进行加权
求和, 然后通过一个非线性激活函数 (如 ReLU、Sigmoid 等) 进行变换, 以增强网络的表示能
力。这种逐层的非线性变换使得全连接网络能够拟合复杂的函数关系, 在许多领域都有广泛的
应用。

x1

...

xd

图 3.1: 两层神经网络

图3.1展示了一个简单的两层全连接神经网络结构示意图。从数学角度来看, 对于一个 L

层的全连接网络, 其前向传播过程可以用如下公式来表示：

fθ(x) = W [L−1]σ ◦ (W L−2σ ◦ (· · · (W [1]σ ◦ (W [0]x+ b[0]) + b[1]) · · · ) + b[L−2]) + b[L−1], (3.1)

其中 W [l] ∈ Rml+1×ml , b[l] ∈ Rml+1 ,m0 = din = d,mL = do 分别表示第 l 层的权重矩阵和偏置
向量,σ 是一个非线性激活函数, 它对输入向量中的每个元素分别作用。符号“◦”表示对应元
素的运算（entry-wise operation）。需要注意的是, 在描述网络层数时, 我们通常不将输入层计
入其中, 即网络的层数等于隐藏层与输出层之和。
为了方便表示, 我们把网络中的所有参数记为

θ = (W [0],W [1], · · · ,W [L−1], b[0], b[1], · · · , b[L−1]),

其中 W
[l]
ij 表示 W [l] 中的第 i 行第 j 列元素。

除了上述前向传播公式外, 我们还可以用递归的方式来定义全连接网络：

f
[0]
θ (x) = x (3.2)

f
[l]
θ (x) = σ ◦ (W [l−1]f

[l−1]
θ (x) + b[l−1]), 1 ≤ l ≤ L− 1, (3.3)

fθ(x) = f
[L]
θ (x) = W [L−1]f

[L−1]
θ (x) + b[L−1]. (3.4)
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这种递归定义的方式更加简洁, 突出了全连接网络的层次结构特点。
全连接网络中的每个连接都有其独立的权重参数, 不存在参数共享的情况。因此, 当输入

维度较高时, 网络的参数量会呈现出组合爆炸式的增长。这一特点使得全连接网络在处理高维
数据时面临着参数优化困难、计算复杂度高等挑战。
尽管如此, 全连接网络仍然是深度学习中一个重要的基础结构。它主要用于处理经过向量

化的结构化数据, 具有很强的函数拟合能力。在实践中, 全连接网络常作为其他更复杂网络结
构的组件, 例如卷积神经网络（CNN）中的分类器部分。
但是, 由于全连接网络缺乏对数据先验知识的利用, 因此在直接处理原始图像、序列等高

维非结构化数据时, 其泛化性能往往不够理想。为了克服这一局限性, 研究者们发展出了卷积
神经网络、循环神经网络等更适合处理特定类型数据的网络结构。它们通过引入一些先验假设
（如局部连接、权重共享等）, 在提高参数效率的同时, 也增强了模型对数据特征的捕捉能力。

3.2 残差神经网络

随着深度学习的发展，研究者们发现, 增加网络的深度可以提高模型的表达能力, 从而在
图像分类、目标检测等任务上取得更好的性能。然而, 随着网络层数的增加, 训练深层网络变
得越来越困难。这主要有两个原因: 一是梯度消失或爆炸问题, 导致深层网络难以训练; 二是退
化问题 (degradation problem), 即网络深度增加时, 性能出现饱和甚至下降的现象 (He et al.,
2016)。
为了解决这些问题, 何恺明等人 (He et al., 2016) 在 2015 年提出了残差神经网络 (Resid-

ual Neural Network, ResNet)。ResNet 的核心思想是引入了一种称为“残差连接”(Residual
Connection) 的结构, 使得网络可以学习残差函数, 而不是直接学习目标函数。这种设计大大缓
解了深层网络训练的难度, 使得研究者们可以训练数百层甚至上千层的网络, 并在多个任务上
取得了当时的最佳效果。
这里我们介绍一种最简单最基本的残差连接方式：

Fl+1 = σ(WlFl + bl) + Fl,

其中，Fl 是第 l 层的输出。这种情况在 Fl 和 Fl+1 的维度一样的时候适用。当它们的维度不
一样时，可以用下面的形式

Fl+1 = σ(WlFl + bl) +WsFl,

其中 Ws 是一个可训练的矩阵，其目的是将维度转化为 l + 1 层的维度。
残差的关键在于, 我们将输入 x 直接加到了该层的输出上, 形成了一个“旁路”或“捷径”

连接。
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图 3.2: 全连接网络架构与带残差连接的网络架构

图3.2对比了传统网络和残差网络的结构差异。可以看到,在残差网络中,输入 Fl 通过一个
旁路直接连接到了输出, 与经过一个全连接层作用后的输出相加。这个设计的优点是, 即使全
连接层学习的映射函数不理想, 网络仍然可以通过旁路连接来传递输入信息, 确保网络性能不
会恶化。在学习的难易程度上，残差连接使得学习可以分成增量式的学习，每个模块只要学习
一些新的知识，添加到前面的模块。比起直接学习完整的映射来看，残差网络直观上会更容易。
从另一个角度看, 残差连接提供了一种融合不同层特征的方式。通过将浅层特征直接传递

到深层, 网络可以灵活地选择使用哪些特征, 从而增强了模型的表达能力。此外, 残差连接还起
到了类似于” 梯度高速公路” 的作用, 使得梯度可以更顺畅地在深层网络中传播, 缓解了梯度消
失的问题。
残差网络的提出是深度学习发展历程中的一个里程碑。它不仅在 ImageNet 图像分类任

务上取得了当时的最佳成绩, 而且开创了一种全新的网络设计范式。此后, 许多经典的网络结
构, 如 Inception-ResNet(Szegedy et al., 2017)、DenseNet(Huang et al., 2017)、ResNeXt(Xie
et al., 2017) 等, 都借鉴了残差连接的思想, 将其扩展到了更广泛的应用场景中。
残差网络的影响不仅限于计算机视觉领域, 在自然语言处理、语音识别等领域也得到了广

泛应用。例如, 谷歌的机器翻译系统 (Wu et al., 2016) 就采用了残差连接来构建深层的编码
器-解码器网络, 大大提高了翻译质量。微软的语音识别系统也使用了残差网络来提取语音特征
(Xiong et al., 2018)。

残差网络的提出解决了深层网络训练的关键难题, 促进了神经网络的进一步发展。它不仅
在学术界产生了深远影响, 也在工业界得到了广泛应用, 推动了人工智能技术的进步。可以说,
残差网络是现代深度学习的基石之一, 为后续的研究工作奠定了坚实的基础。
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3.3 卷积神经网络

卷积神经网络 (Convolutional Neural Network, CNN) 是深度学习中处理图像数据的利
器。自上世纪 80年代起,CNNs就开始在图像识别领域崭露头角。1989年,LeCun等人 (LeCun
et al., 1989)首次将 CNN应用于手写数字识别,取得了里程碑式的成果。此后,CNNs在计算机
视觉领域大放异彩,在图像分类 (Krizhevsky et al., 2012)、目标检测 (Girshick et al., 2014)、语
义分割 (Long et al., 2015) 等任务上不断刷新性能记录, 远远超越了传统机器学习方法。2012
年,Krizhevsky 等人 (Krizhevsky et al., 2012) 提出的 AlexNet 在 ImageNet 图像分类挑战赛中
以显著优势夺冠, 引爆了深度学习的研究热潮, 也奠定了 CNN 在计算机视觉领域的霸主地位。

CNN 在图像领域的优越性能, 归功于其独特的网络结构设计。与传统的全连接神经网络
不同,CNN 引入了一系列针对图像特点的创新结构, 如局部感受野、权值共享、池化等。这些
设计使得 CNN 能够高效地提取图像的局部特征, 并逐层组合形成更加抽象和鲁棒的表示。可
以说, 正是得益于对图像特征的充分利用,CNN 才有了如此出众的性能。
要真正理解 CNN 的精妙构思, 我们需要先从一个更本质的问题出发: 图像数据集具有什

么样的特征？唯有洞悉图像数据的本质属性, 我们才能领会 CNNs 背后的设计思路, 进而更好
地应用并对该工具进行创新。同时我们也需要关注人和其他生物如何处理图像数据，生物的视
皮层对 CNN 的构造具有哪些启发。因此在本节中，我们将首先介绍图像数据集的特征，之后
介绍对卷积神经网络设计具有重大启发意义的生物初级视皮层的图像处理结构，最后将系统介
绍 CNN 的核心结构, 揭示其内在的工作机制。

3.3.1 图像数据集的特征

视觉信息在人类接收的信息中占据了至关重要的地位。一些研究估计，视觉信息可能占人
类获取信息总量的 80% 以上。尽管这一比例难以精确量化，但它揭示了一个事实：人类是一
个” 视觉动物”，视觉在我们的感知系统中扮演着主导角色。因此，要研究视觉人工智能，我们
必须深入理解自然图像数据的特征。
大量研究和经验指出，关联性和不变性是图像数据的两个关键特征。关联性指的是图像中

的像素并非独立，而是存在着强烈的相关性。这种相关性体现在时域（相邻像素倾向于取相似
的值）和频域（图像的频谱通常集中在低频部分）。这启示我们，图像压缩、去噪等任务可以
利用这种关联性。不变性指的是图像的语义内容在一定程度上对变换保持不变。例如，即使一
张猫的照片经过了平移、旋转、放缩，我们仍然能识别出它是一只猫。这启示我们，视觉智能
系统需要对这些变换有一定的鲁棒性。

74



关联性

很多具有空间或者时间结构的数据都有局部关联的特点，也就是随着距离增长，两个空间
点上的数据的关联强度不断下降。这种局部关联性在自然图像中尤为明显。图像中的像素并非
独立分布，而是存在着强烈的空间相关性。相邻像素通常具有相似的灰度值或颜色，这源于现
实世界中物体表面的连续性和光照的平滑变化。理解和利用这种关联性，对于图像处理、压缩
和特征提取等任务至关重要。
为了刻画关联性的衰减特征，我们首先介绍两种常见的衰减模型：指数衰减和幂级数衰

减。指数衰减的特征为具有一定的衰减周期，初始值在经过一个衰减周期之后会变为原来的一
半，我们称这个衰减周期为半衰期。例如，对于一个形如 y = e−

x
τ 的指数衰减模型，它的半衰

期为 τ ln 2。指数衰减在许多物理过程中都有体现，如放射性元素的衰变、电容器的放电等。
幂级数衰减没有衰减周期，如图3.3(c)，它比指数衰减要慢地多，例如 y = 1/x，当 x 越

大的时候，其衰减就越慢。另一种理解幂级数衰减的办法是通过指数衰减，幂级数衰减可以理
解为有无穷多个半衰期的指数衰减的和，例如，考察

∫∞
0

exp(−αx)dα = 1
x
，其左式为周期各

不相同的指数衰减的积分，右侧为幂级数衰减。幂级数衰减在描述许多自然现象时非常有用，
如引力势能与距离的关系、城市人口分布等。

(a) 指数衰减 (b) 幂级数衰减 (c) 指数衰减和幂级数衰减速度对比

图 3.3: 数据衰减

为了验证自然图像的局部关联特性，我们可以计算两个常用的量：功率谱和关联函数。事
实上，这两个量可以通过傅里叶变换相互转换。
图像的功率谱反映了图像在不同频率下的能量分布。通过对图像进行傅里叶变换，然后计

算每个频率分量的模长平方，我们就得到了功率谱。如图3.4所示，在频谱图中，亮度越高表示
该频率分量的能量越大。对大量自然图像的功率谱进行分析，我们发现它们普遍呈现出幂律分
布的特点，即低频分量占据主导，高频分量所占比重较小，但不可忽略。这意味着图像的能量
大部分集中在较低的频率范围内，这与图像的局部平滑性和缓变特性是一致的。同时，高频分
量的存在则反映了图像中的细节、边缘、纹理等结构性信息。功率谱的幂律特性，为图像处理
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(a) 图像 (b) 二维频谱图 (c) 径向平均频谱图

图 3.4: 图像的二维频谱图与径向平均频谱图

和分析提供了重要的先验知识。
除了频域分析，我们还可以直接在空间域研究图像的关联性。一个常用的度量是相关函数，

它描述了图像中两个像素点之间的相关程度与它们距离的关系。对于两个像素点 ϕ1 和 ϕ2，它
们的相关性可以用互信息 I 来度量：

I =

∫∫
p2 (ϕ1, ϕ2) log

p2 (ϕ1, ϕ2)

p1 (ϕ1) p1 (ϕ2)
dϕ1dϕ2, (3.5)

其中，p2(ϕ1, ϕ2) 是两个像素点的联合概率分布，p1(ϕ1) 和 p1(ϕ2) 分别是两个像素点的边缘概
率分布。当两个像素点相关时，I > 0；当它们独立时，p2 (ϕ1, ϕ2) = p1 (ϕ1) p1 (ϕ2)，因此 I = 0。

通过计算不同距离下像素点对的平均互信息，我们可以得到图像的相关函数。相关函数定
量刻画了图像的局部相关性随距离的衰减趋势。如图 3.5所示，实验和研究表明，对于自然图
像，相关函数通常呈现出类似幂律衰减的形式，即近距离像素点的相关性很强，而远距离像素
点的相关性较弱，但并非完全无关。这种空间相关性的非局域性，启发我们在处理图像时，不
仅要考虑局部邻域的信息，还要适当利用一些远程依赖关系。
图像数据呈现出明显的空间关联性，这既是机遇也是挑战。一方面，我们可以利用这些先

验知识来设计更高效、更鲁棒的图像处理和分析算法；另一方面，我们也需要开发出能够充分
利用图像关联性的机器学习模型和训练策略，从海量数据中挖掘出有价值的信息。深度学习模
型，如卷积神经网络，就是一个很好的例子，它通过局部连接和权值共享，很好地利用了图像
的空间相关性，在计算机视觉领域取得了巨大的成功。
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图 3.5: 自然图像像素间的相关性与像素间距离呈现幂律衰减形式

不变性

图像数据的不变性是指图像的语义内容在某些变换下保持不变的特性。这些变换包括平
移、旋转、缩放、亮度变化等，图3.6中展示了各种不变性。不变性是视觉智能的一个关键要求，
因为在现实世界中，同一个物体可能会以不同的姿态、角度、大小出现，但我们仍然希望智能
系统能够准确地识别它。下面我们从数学的角度来详细理解图像数据的不变性。

平移不变性 平移不变性是指图像在空间上的移动不影响其内容。假设一个图像可以表示为一
个二维函数 f(x, y)，其中 (x, y) 表示像素的坐标。图像 f 在水平方向上向右平移 a 个单位, 在
垂直方向上向上平移 b 个单位, 可以表示为:

f ′(x, y) = f(x− a, y − b).

如果一个图像处理算法或特征对平移不变，那么它在原图像 f 和平移后的图像 f ′ 上的输出应
该是一样的。

旋转不变性 旋转不变性是指图像在旋转后，其内容不发生改变。对一个图像 f(x, y), 如果我
们将其逆时针旋转 θ 度，旋转后的图像 f ′(x, y) 可以表示为:

f ′(x, y) = f(x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ).

如果一个算法对旋转不变，那么它在 f 和 f ′ 上的输出应该相同。
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图 3.6: 图像的各种不变性
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缩放不变性 缩放不变性是指图像在大小上的缩放不影响其内容。如果我们将图像 f(x, y) 在
水平和垂直方向上分别缩放 α 和 β 倍，缩放后的图像 f ′(x, y) 可以表示为:

f ′(x, y) = f(
x

α
,
y

β
).

如果一个算法对缩放不变，那么它在 f 和 f ′ 上的输出应该一致。

亮度不变性 亮度不变性是指图像在亮度上的变化不影响其内容。如果我们将图像 f(x, y) 的
亮度增加或减少一个常数 c，变化后的图像 f ′(x, y) 可以表示为:

f ′(x, y) = f(x, y)± c.

如果一个算法对亮度不变，那么它在 f 和 f ′ 上的输出应该相同。

光源不变性 光源不变性是指图像的内容在光照条件变化下应该保持不变。无论光源来自图像
的左侧还是右侧，图像的语义内容应该不受影响。
假设一个图像 f(x, y) 在光照条件 L1 下被拍摄，得到的图像为 fL1

(x, y)。如果我们改变
光源的位置和角度，得到另一个光照条件 L2，在该光照条件下拍摄的图像为 fL2

(x, y)。如果
一个图像识别算法对光源不变，那么它在 fL1

和 fL2
上的识别结果应该是一致的。

从数学上讲，我们可以将光照变化建模为一个函数 g，它将原始光照条件下的图像映射到
新的光照条件下的图像：

fL2
(x, y) = g(fL1

(x, y)).

如果一个识别算法 R 对光源不变，那么它应该满足：

R(fL1
(x, y)) = R(fL2

(x, y)) = R(g(fL1
(x, y))).

也就是说，无论图像是在光照条件 L1 下还是在光照条件 L2 下拍摄的，识别算法都应该给出
相同的结果。这个性质对于在现实世界中部署视觉智能系统非常重要，因为现实环境中的光照
条件是多变的，我们希望我们的算法能够在不同光照下稳定工作。

统计不变性 统计不变性是指图像的统计特性在不同区域应该是一致的。这启示我们, 可以使
用相同的方法从图像的不同部分提取特征。
举个例子, 假设我们要从图像中检测边缘。直观地说, 图像中的物体边缘对应着图像像素

值快速变化的区域。我们可以设计一个算子, 它在图像的每个位置计算其左边像素值减右边像
素值，这样的算子就可以提取竖直的边缘。如果统计不变性成立, 那么这个算子在图像的不同
区域应该表现一致, 因为边缘的统计特性是相同的。
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另一个例子是图像的自相关函数。自相关函数衡量了图像中不同位置像素之间的相关性,
它只取决于这些位置之间的相对距离, 而不依赖于它们的绝对位置。形式化地, 对于一个充分
大的自然数据集 S 中的所有图像 f(x, y), 它的自相关函数 Cx,y(a, b) 定义为:

Cx,y(a, b) = Eff(x, y)f(x− a, y − b).

如果统计不变性成立, 那么 Cx,y(a, b) 应该与 (a, b) 的选择无关, 只依赖于距离
√
a2 + b2。这是

因为图像的统计特性在平移下是不变的。
直观来看，我们随意选取一张自然图像，在像素 (x, y) 处记录灰度值，与向左 a、向上 b

处的灰度值相乘并在大量自然图像上取期望，便得到自相关函数 Cx,y(a, b) = Ef
[
f(x, y), f(x−

a, y − b)
]
。若两点经常同时变亮或变暗，乘积期望偏大；若常常一亮一暗，则期望偏小甚至为

负，因此 Cx,y(a, b) 量化了“相隔 (a, b) 的两点在亮度上的同步程度”。
统计不变性反映了自然图像的一个基本性质: 它们在不同区域具有相似的统计特征。这个

性质在纹理分析、图像合成等任务中有着广泛的应用。它也为我们理解和设计图像处理算法提
供了重要的先验知识: 由于统计不变性, 我们可以在整个图像上重复使用相同的特征提取算法,
从而大大减少参数量。
在深度学习中，我们通常通过以下方式来实现或利用图像数据的不变性:
1. 数据增强：在训练过程中，我们对图像进行随机的平移、旋转、缩放、亮度变化等操作，

生成更多的训练样本。这样可以提高模型的不变性和鲁棒性。
2. 特征设计：一些传统的图像特征，如 SIFT（尺度不变特征变换）、HOG（方向梯度直

方图）等，通过特殊的数学设计, 对平移、旋转、缩放等变换具有不变性。这些特征可以作为
深度学习的输入，或者作为设计深度网络结构的灵感来源。

3. 卷积神经网络（CNN）：CNN 通过局部感受野、权值共享、池化等操作，充分利用了
图像数据的平移不变性。此外，通过数据增强和特殊的网络结构设计，CNN 也可以获得一定
的旋转和缩放不变性。这也是我们接下来要重点介绍的内容。
图像数据的不变性是视觉智能的重要基础。通过数学分析和算法设计, 我们可以更好地理

解和利用这一特性，构建更加鲁棒、泛化能力更强的视觉智能系统。在深度学习时代，不变性
的实现和应用也在不断更新迭代，为计算机视觉的发展注入了新的活力。

3.3.2 初级视皮层的图像处理结构

在上一节中, 我们探讨了图像数据的关键特征, 如关联性、不变性等。这些特征反映了视
觉世界的内在规律, 也为视觉智能的发展指明了方向。同时我们也需要注意到，大自然在漫长
的进化过程中已经创造出了一个非凡的视觉系统——生物视觉。那么, 生物视觉系统是如何处
理图像信息的呢? 它又为人工神经网络的设计带来了哪些启示?
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要回答这些问题, 我们需要深入了解视觉皮层的结构和功能。20 世纪 50、60 年代, 神经科
学家 David Hubel 和 Torsten Wiesel 在猫和猴子的视觉皮层进行了开创性的研究, 揭示了视觉
信息在大脑中的加工机制。他们的工作不仅加深了我们对视觉认知的理解, 也为后来的卷积神
经网络提供了重要的生物学基础。

Hubel 和 Wiesel 发现, 初级视皮层 (V1) 中存在两类功能不同的细胞: 简单细胞和复杂细
胞。简单细胞对视野中特定位置和方向的线条或边缘非常敏感。当视野中出现与其优选方向一
致的刺激时, 简单细胞就会产生强烈的电生理响应。不同的简单细胞偏好不同方向的刺激, 这
意味着, 初级视皮层实际上在提取图像中的基本特征, 如边缘和线条。
图3.7展示了一个简单细胞的理想模型。该细胞的感受野由一系列 on 区 (兴奋) 和 off 区

(抑制) 组成, 呈现一种规则的空间排列。当视觉刺激与该细胞的感受野结构相匹配时, 即亮区
落在 on 区、暗区落在 off 区, 该细胞就会被激活。这种精细的空间整合使得简单细胞能选择性
地响应特定方向的边缘或线条。

图 3.7: V1 区简单细胞的感受野示例

进一步的研究发现, 复杂细胞可以整合来自多个简单细胞的输入, 对更复杂的特征产生选
择性响应。例如, 一个复杂细胞可能偏好某个方向的边缘, 但它对该边缘在视野中的精确位置
并不敏感。这种特性被称为位置不变性或位置容差。复杂细胞的发现表明, 视觉皮层以分层递
阶的方式逐步提取越来越抽象和复杂的特征。
这些神经科学的发现对人工神经网络的设计具有重要的启发意义。我们可以设想, 在全连

接网络的基础上, 可以引入一种类似于视觉皮层简单细胞的特征提取器。这种提取器应该能够
在不同位置检测同一种特征, 具备一定的位置不变性。事实上，这就是卷积神经网络中的核心
组件——卷积核的雏形。同时, 通过组合这些基本特征提取器, 我们可以构建出对更复杂模式
敏感的单元, 犹如视觉皮层中的复杂细胞。此外, 视觉皮层的分层结构启示我们, 通过逐层堆叠
这些特征提取单元, 神经网络能够学习到层次化的特征表示, 从而对输入图像形成深入的理解。

Hubel 和 Wiesel 的开创性工作揭示了视觉皮层的基本计算原理, 为视觉信息处理的研究
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开辟了一个新的时代。它不仅加深了我们对生物视觉的认识, 也为人工神经网络, 特别是卷积
神经网络的发展奠定了基础。尽管我们尚未明确提出卷积神经网络的概念, 但从视觉皮层的结
构中, 我们已经可以看到其雏形。在接下来的章节中, 我们将进一步探讨如何借鉴这些生物学
洞见, 构建出强大的视觉智能模型。

3.3.3 卷积神经网络

在上一节中, 我们探讨了生物视觉系统, 特别是初级视皮层在处理视觉信息方面的惊人能
力。简单细胞和复杂细胞的发现揭示了视觉皮层的一些基本计算原理, 如局部特征提取、方向
选择性和位置不变性。这些原理不仅加深了我们对生物视觉的理解, 也为设计高效的人工视觉
系统提供了重要的启示。
受到视觉皮层结构的启发, 研究者提出了一种称为卷积神经网络 (CNN) 的人工神经网络

模型。CNN的设计巧妙地利用了图像数据的两大特征:局部相关性和平移不变性。通过引入卷
积操作和池化操作,CNN 能够有效地提取图像的局部特征, 并对物体的位置变化具有较强的鲁
棒性。
一个标准的 CNN 通常由以下几个模块组成:

• 卷积层 (convolutional layer): 这一层的核心操作是卷积。卷积层中的卷积核可以看作一
种局部特征提取器, 与视觉皮层中的简单细胞类似。每个卷积核在图像上滑动, 提取不同
位置的局部特征。多个卷积核可以提取不同类型的特征, 如边缘、纹理等。卷积操作具有
平移不变性, 即无论目标特征出现在图像的什么位置, 都能被同一个卷积核检测到。这与
图像和视觉皮层的平移不变性相呼应。

• 池化层 (pooling layer): 池化层通常紧跟在卷积层之后, 其作用是压缩空间维度。常见的
池化操作包括最大池化和平均池化。池化层可以提取图像的轮廓信息,并进一步增强模型
的平移不变性。以最大池化为例, 在每个局部区域内, 最大池化总是输出该区域数据的最
大值, 无论特征在这一局部区域内如何平移, 最大值总是不变的。这种不变性有助于模型
抓住图像的关键特征, 而忽略细枝末节。

• 全连接层 (fully-connected layer): 在若干卷积-池化层之后,CNN 通常会将得到的二维特
征图展平为一维向量，并接入一到两个全连接层。这一部分与传统的全连接网络结构类
似, 可以看作是对提取到的高层特征进行处理和预测。

• 输出层 (output layer): 输出层的神经元数量取决于任务的类型。例如, 在图像分类问题
中, 输出层的神经元数对应分类的类别数; 在目标检测问题中, 输出层需要预测目标的位
置和类别; 在图像生成问题中, 输出层可能是一个高维的图像向量。输出层的设计与任务
密切相关。
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CNN 通过卷积层和池化层的层层堆叠, 逐步提取图像的局部特征并抽象出高层表示, 实现
了从像素到语义的映射。这种分层递进的结构在一定程度上模拟了视觉皮层的信息处理过程。
CNN 的巧妙设计使其在图像识别、目标检测等任务上取得了巨大成功, 也使其在很长一段时
间里成为计算机视觉领域的主流模型。
在接下来的小节中, 我们将深入探讨 CNN 的关键组件, 如卷积核、填充和跨步、多通道、

池化等, 揭示其内在的工作原理，使读者对 CNN 有更加全面的认识。

卷积操作

卷积 (convolution) 是卷积神经网络的核心操作，它在图像处理和计算机视觉领域有着悠
久的历史。最早可以追溯到 1980 年，Kunihiko Fukushima 提出了 Neurocognitron，这是一
种受生物神经网络启发的模型，首次在机器学习中引入了类似卷积的概念，用于模拟人类视
觉系统中的特征提取过程Fukushima (1980)。随后，Yann LeCun 于 1989 年将卷积的思想与
反向传播算法结合，提出了卷积神经网络（CNN），并在手写数字识别任务中取得了突破性成
果LeCun et al. (1989)。这些早期的工作不仅证明了卷积在图像处理中提取特征的有效性，也
为后续深度学习的蓬勃发展奠定了基础。
如今，卷积已经成为深度学习中不可或缺的工具，其重要性怎么强调都不为过。在现代的

卷积神经网络中，卷积操作能够通过局部感受野的设计来有效捕捉图像中的空间特征，从而大
幅提高了计算效率和特征提取的质量。这使得卷积神经网络在图像分类、目标检测、语义分割
等任务中展现出强大的性能，并在多个计算机视觉应用中得到广泛应用。
那么, 卷积到底是什么呢? 简单来说, 卷积是一种数学运算, 它描述了两个函数之间的相互

作用。在图像处理中, 这两个函数通常是输入图像和卷积核 (也称为过滤器)。卷积的过程可以
看作是卷积核在输入图像上滑动, 并在每个位置计算加权和。这个过程可以提取图像的局部特
征, 如边缘、纹理等。

卷积的数学定义 为了更好地理解卷积神经网络中的卷积操作, 我们首先给出其数学定义。设
f(t) 和 g(t) 是实数域上的两个可积函数，定义二者的卷积 (f ∗ g)(t) 为如下的积分变换：

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)g(t− τ) dτ. (3.6)

因为图像是二维的，所以这里我们考虑二维卷积的情况, 其中 f(x, y) 表示输入的特征
图,g(x, y) 表示卷积核函数。此时连续版本的卷积公式为：

(f ∗ g)(t1, t2) =
∫ ∞

−∞
f(τ1, τ2)g(t1 − τ1, t2 − τ2) dτ1 dτ2. (3.7)
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图 3.8: 卷积运算示意图

图3.8展示了卷积运算过程, 左图为输入特征图 f(x, y), 右图为卷积核 g(x, y)。卷积运算可
以看作是卷积核在输入特征图上滑动, 并计算加权和的过程。数学上, 二维卷积运算可以表示
为:

F (x, y) = f(x− 1, y + 1)g(−1, 1) + f(x, y + 1)g(0, 1) + f(x+ 1, y + 1)g(1, 1)

+ f(x− 1, y)g(−1, 0) + f(x, y)g(0, 0) + f(x+ 1, y)g(1, 0)

+ f(x− 1, y − 1)g(−1,−1) + f(x, y − 1)g(0,−1) + f(x+ 1, y − 1)g(1,−1)

这个公式表明, 卷积运算是通过将卷积核与输入特征图的局部区域进行逐元素相乘并求和
来计算输出特征图上每个位置的值。

卷积核的特征提取 卷积核在卷积神经网络中扮演着至关重要的角色, 它决定了网络能够提取
什么样的特征。通过设计不同的卷积核, 我们可以使网络对输入图像进行各种转换和滤波操作,
从而获得丰富多样的特征图。这些特征图蕴含了图像在不同尺度、方向和抽象层次上的信息,
为后续的识别和分类任务提供了有力支持。
让我们来看一些具体的例子。图3.9展示了一张输入图像经过不同卷积核处理后得到的特

征图。其中, 模糊 (Blur) 卷积核可以平滑图像, 消除高频噪声; 锐化 (Sharpen) 卷积核则可以
增强图像的细节和边缘。这两种操作在传统的图像处理中非常常见, 而卷积神经网络则可以通
过学习来自动优化这些卷积核的参数, 使其适应不同的任务需求。这与视觉皮层中简单细胞的
特征提取功能非常类似。
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图 3.9: 由不同卷积核得到的特征图

填充和跨步 在实际应用中, 我们往往需要调整卷积操作的一些细节, 以满足不同的需求。其
中, 填充 (Padding) 和跨步 (Stride) 是两个常用的技巧。

我们观察如下卷积操作 (图 3.10)，如果只是用 3× 3 的卷积核与 5× 5 的图像做卷积，我
们最终得到一个 3× 3 的输出，相较原始图像尺寸变小了。

有时我们并不希望图像在经过卷积后“缩水”。为了解决这个问题，我们引入 Zero Padding
操作，即在做卷积之前在原始图像周围补一些 0，来确保通过卷积以后输出大小尽量与原图像
大小保持一致。图 3.11展示了一个 Zero Padding 的例子，原始图像为 4× 4 的图像，与 3× 3

的卷积核做卷积运算最终得到一个 2× 2 的输出。在加入一层 zero padding（图中虚线边框部
分）之后，图像由 4× 4 变为 6× 6，卷积运算的输出结果为 4× 4。在加入两层 zero padding
之后，图像变为 8× 8，卷积运算的输出结果为 6× 6。这种做法有两个好处: 一是可以保留图
像边缘的信息; 二是可以使网络的深度和感受野更容易控制。

注 8. 感受野（Receptive Field）指的是网络中某个神经元在输入图像中所能“看到”的区域或
范围。它描述了输入图像的哪一部分会影响该神经元的激活。随着卷积层的叠加，感受野通常
会增大，也就是说，网络的深层神经元可以“看到”输入图像中更大范围的信息。

跨步（stride）则是指卷积核在输入特征图上滑动的步长。通过调整跨步, 我们可以控制
卷积后输出特征图的尺寸, 同时减少计算量。较大的跨步可以使卷积核快速地扫过输入特征图,
提取更全局的信息; 较小的跨步则可以捕捉更多的局部细节。跨步的引入使卷积神经网络具有
更大的灵活性, 能够适应不同尺度和分辨率的输入。图 3.12展示了一个跨步操作示例，5× 5 的
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图 3.10: 卷积对图像的特征提取

原始图像通过 zero padding 操作变为 7× 7 的图像, 用一个 3× 3 的卷积核与它做卷积。第一
行没有使用 stride，因此得到一个 5 × 5 的输出；第二行使用 stride(2,2)，即横向纵向跨步步
长均为 2, 最终得到一个 3× 3 的输出。

多通道卷积 在现实世界中, 图像往往不是单通道的灰度图, 而是多通道的彩色图。例如,RGB
彩色图像有红、绿、蓝三个通道。为了处理这种情况, 卷积神经网络引入了多通道卷积 (Multi-
channel Convolution) 的概念。
多通道卷积的基本思想是, 对于每个输入通道, 使用一组独立的卷积核进行卷积运算, 然后

将这些卷积结果求和，再加上一个偏置项 (Bias), 得到最终的输出特征图。这种设计使得网络
能够提取输入图像中不同通道的特征, 并自动学习它们之间的相互作用。多通道卷积极大地丰
富了卷积神经网络的表达能力, 使其能够处理更加复杂和多样化的视觉任务。在图 3.13所示的
示例中，分别用三个 3×3的卷积核与它们分别做卷积,在每个点上获得的数值相加再加上一个
共同的 bias 项, 就得到了一个输出。因为我们每个神经元共享参数, 所以我们的偏置项 (bias)
是不变的, 该例中 bias 恒定为 b。在该卷积运算中,3 个卷积核提供了 3 × 3 × 3 = 27 个参数,
加上 bias 项, 一共是 28 个参数。
卷积操作是卷积神经网络的核心, 它巧妙地利用了图像的局部相关性和平移不变性, 通过

卷积核实现了高效的特征提取。填充、跨步和多通道卷积等技巧进一步增强了卷积操作的灵活
性和适应性, 使卷积神经网络能够处理各种复杂的视觉任务。这些设计不仅源自传统的图像处
理方法, 更借鉴了生物视觉系统的信息处理机制。可以说, 卷积操作是连接图像、生物视觉和
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图 3.11: Zero padding 操作示例

图 3.12: Stride 操作示例

人工智能的一座桥梁, 它为计算机视觉的发展开辟了一条充满希望的道路。

为什么要引入卷积？ 图像的空间相关性不仅影响到图像处理算法的设计, 也给机器学习模型
的训练带来挑战。假设我们要学习一个判别模型, 来预测两个像素点是否相关。如果两个像素
点是独立的, 根据大数定律, 我们需要大量的样本数据才能准确估计它们的独立性。具体来说,
假设两个像素点 x 和 y 相互独立, 且均值为 0, 方差为 1, 我们可以推导出它们的协方差的统计
特性。
首先, 协方差的定义为：

cov(x, y) = E((x− E(x))(y − E(y))) (3.8)
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图 3.13: 多通道卷积示例图

由于 x 和 y 的均值为 0, 因此：

cov(x, y) = E(xy) (3.9)

对于 n 个样本, 协方差的估计为：

cov(x, y) = 1

n

n∑
i=1

xiyi (3.10)

由于 x 和 y 相互独立, 因此 E(xy) = E(x)E(y) = 0, 所以：

E(cov(x, y)) = 0 (3.11)

协方差的方差为：

Var(cov(x, y)) = E((cov(x, y)− E(cov(x, y)))2)

= E((
1

n

n∑
i=1

xiyi)
2) =

1

n2
E((

n∑
i=1

xiyi)
2)

=
1

n2

n∑
i=1

E(x2i y
2
i ) =

1

n2

n∑
i=1

E(x2i )E(y2i )

=
1

n2

n∑
i=1

1 · 1 =
1

n
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因此, 协方差的标准差为： √
Var(cov(x, y)) = 1√

n
(3.12)

可以看出, 协方差的均值为 0, 而标准差与样本数的平方根成反比。这意味着, 假如我们要
用算法把两个像素点协方差的标准差识别到 10−3 以下来说明其没有关联, 那么需要 106 量级
的数据点才能做到。这对于数据的采集和模型的训练都提出了很高的要求。
为了进一步说明卷积的重要性, 我们做了一个识别局部关联的实验。实验中, 输入 x 是一

个 100 维的向量, 每个维度的值都从 [0, 1] 中均匀采样, 输出 y 是 x 前 10 个维度的求和：

y =
10∑
i=1

xi, (3.13)

这样设计的目的是使得输出 y 只与输入 x 的一个局部有关，使数据集满足局部关联假设。
假设在训练数据集中存在一点噪音，即 ytrain =

∑10
i=1 xi +N (0, 0.01)。我们分别用全连接

网络（DNN）和在全连接层前加了一个大小和跨度均为 5的一维卷积的神经网络（conv+DNN）
来拟合这个函数。对于带有卷积层的神经网络，100维的输入向量在经过卷积后会变成一个 20
维的向量，再经过全连接网络来输出结果。在本次实验中，我们重点关注数据量不充分且带有
噪音的情形，因此训练集大小设置为 50。图3.14展示了实验结果。可以看出，当数据量不充分
且带有噪音时，全连接网络会使用另外 90 个无关的数据维度去拟合训练数据中的噪音，因此
在测试集上没有泛化性。但对于带有卷积层的神经网络，得益于卷积可以提取局部信息，因此
神经网络几乎没有学到噪音，在测试集上也有很好的泛化性。

图 3.14: 全连接网络与带卷积的神经网络拟合具有局部关联性质且带噪音的数据集的表现

这个实验直观地展示了卷积在处理具有局部相关性的数据时的优势。在图像识别任务中,
卷积神经网络之所以能取得巨大成功, 很大程度上就是因为卷积层可以有效地利用图像的空间
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相关性, 从而大大减少了模型的参数数量和计算复杂度。
此外，卷积还赋予了网络对于平移等变的性质，即输入与输出以同样的方式改变。假设图

像为 f(x, y)，g 是平移变换：g(f(x, y)) = f(x− a, y− b)。conv 是跨度为 1 的卷积运算，则有：

conv(g(f(x, y))) = g(conv(f(x, y))). (3.14)

这个等式表明, 如果我们先对图像进行平移变换, 再做卷积运算, 其结果与先做卷积运算再
进行平移变换是相同的。这一性质源自卷积的权值共享 (Weight Sharing) 机制: 卷积核在图像
上滑动, 以相同的方式提取不同位置的局部特征, 因此无论物体出现在图像的哪个位置, 都能被
有效地捕捉到。
这种平移等变性使得卷积神经网络在图像识别等任务上表现出色。传统的全连接网络需

要单独学习每个像素位置的权重, 这不仅参数量巨大, 而且难以泛化到新的位置。相比之下, 卷
积神经网络通过权值共享, 大大减少了参数数量, 提高了学习效率; 同时, 由于具备平移等变性,
模型可以很好地适应物体位置的变化, 从而获得更强的泛化能力。
综上所述，卷积赋予了神经网络重要的先验知识——局部连接、权值共享、平移等变性等,

使其能够高效地学习视觉模式, 在图像相关任务上取得了巨大的成功。这些先验知识减轻了数
据的学习负担, 加速了训练过程, 提升了模型的泛化性能。

池化 Pooling

对于分辨率很高的图片，在完成卷积运算后，得到的输出对于计算机而言可能还是很大，
为了提升计算的效率，我们可以做适当的下采样，这里我们引入一个新的操作：池化（pooling）。
池化分为最大值池化（max pooling）和平均值池化（average pooling）两种，最大值池化将
选中区域中最大值提取出来作为输出，平均值池化将选中区域中所有值的平均作为输出。如
图 3.15所示，输入为 4 × 4 图像，将其划分为 4 个 2 × 2 的小块，max pooling 将每一块中
的最大值作为输出，average pooling 将每一块中的平均值作为输出，两种 pooling 方式均得到
2× 2 的输出。
为了计算需要，在反向传播中，池化层梯度按照如下规则分配：

• 对于最大值池化，我们记录最大值点的位置，在梯度反向传播的过程中，我们把梯度全
部传递到该位置，即仅对该位置做梯度下降，其他点保持不变。

• 对于平均值池化，在梯度反向传播的过程中，梯度会平均分配到每一个单元来进行梯度
下降。

图 3.16详细描述了该过程。对于 max pooling（左），图中最大值点位置在右上角，因此反
向传播的梯度将全部用来更新右上角处的参数；对于 average pooling（右），每个单元将分配
到反向传播梯度的 1/9。
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图 3.15: 池化操作示意图

图 3.16: 池化操作的梯度传播方式
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卷积神经网络的整体架构

有了卷积和池化这两个核心操作,我们就可以搭建出一个完整的卷积神经网络了。CNN的
整体架构可以看作是卷积层、池化层和全连接层的有序组合, 再加上一些非线性激活函数 (如
ReLU) 和归一化操作 (如 Softmax)。
让我们以一个具体的例子来说明 CNN 的工作流程, 如图3.17所示。假设我们的输入是一

张 RGB 彩色图像, 它有红、绿、蓝三个通道。
首先, 我们用三个卷积核分别对三个输入通道进行卷积操作, 然后将结果相加并加上一个

偏置项, 得到第一个卷积层的一个输出通道。接着, 我们再用另外三个卷积核对原始输入做卷
积, 得到第一个卷积层的第二个输出通道。以此类推, 我们最终得到第一个卷积层的一个多通
道输出。
然后, 这个多通道输出逐元素经过一个非线性激活函数 (如 ReLU), 再输入到第一个池化

层。池化操作不改变输出的通道数, 但会减小每个通道的尺寸。假设第一个池化层的输出有 n

个通道。
接下来, 我们用 m 组卷积核 (每组 n 个) 对第一个池化层的输出进行卷积, 得到第二个卷

积层的输出, 共 m 个通道。这个输出再经过 ReLU 和第二个池化层, 得到一个通道数为 m、尺
寸更小的特征图。
我们重复这种 “卷积-ReLU-池化” 的模式多次, 得到一系列尺寸逐渐减小、通道数逐渐增

多的特征图。这种层次化的结构使 CNN 能够逐步提取图像的特征, 从低级的边缘、纹理到高
级的物体部件和场景, 形成一个由局部到全局、由简单到复杂的特征层次。同时, 卷积和池化
操作的引入也大大减少了网络的参数数量和计算复杂度, 使得 CNN 能够处理大尺寸、高分辨
率的图像输入。
最后, 我们将最后一个池化层的输出“展平”(Flatten), 转化为一个一维向量, 输入到一个

或多个全连接层。全连接层可以看作是一个传统的全连接网络, 它对卷积层提取的特征进行非
线性组合, 生成更加紧凑和抽象的表示。
在 CNN 的输出端, 我们通常使用一个 Softmax 层将全连接层的输出转化为一个概率分

布。这个分布表示输入图像属于各个类别的可能性, 其中概率最大的类别即为 CNN 的预测结
果。

CNN 的成功证明了局部连接、权值共享、池化降采样等结构的有效性, 它们不仅大大降
低了网络的复杂度, 也与视觉系统的特点高度吻合。可以说,CNN 是深度学习和计算机视觉的
一次完美结合, 它开启了人工智能的新纪元, 让机器拥有了” 看” 的能力。随着 CNN 的不断发
展, 我们有理由相信, 计算机视觉将在越来越多的领域发挥重要作用, 并最终达到甚至超越人类
的水平。

92



图 3.17: 卷积神经网络的架构

3.4 语言任务与自然语言处理的主要范式

在日常生活中，我们几乎无时无刻不在接触和使用语言：阅读新闻、撰写邮件、与他人对
话⋯⋯然而，看似轻松自然的语言交流背后，蕴含着高度复杂的结构和语义。要让计算机能够
理解和生成语言，不仅需要识别这些符号的表面形式，还要深入把握其背后的语法规则、语义
关系以及上下文逻辑。这对模型的表达能力和推理能力都提出了很高的要求。
为了系统地理解自然语言处理的技术路线，我们需要从两个层面展开讨论：一方面是语言

本身有哪些结构性特点，为何会对计算模型提出挑战；另一方面是现代深度学习模型是如何逐
步建立起对语言的理解能力的。本节将从语言任务的本质出发，结合典型的建模范式，逐步展
开介绍。

3.4.1 语言任务的特点

自然语言处理是人工智能的一个重要研究方向，其目标是让计算机理解、生成和处理人类
语言。与图像、音频等连续数据相比，语言作为一种符号系统，具有独特的结构和建模挑战。
下面从几个关键维度介绍语言任务的主要特点：
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层级结构复杂语言单位存在天然的层级性：语素构成词，词组成短语，短语组合成句子，进而
形成段落与篇章。每一层都遵循特定的组合规律。例如，“unbelievable”可分解为“un-”（否
定前缀）、“believe”（词根）和“-able”（形容词后缀），其含义由各部分共同决定。

语法规则严格一个完整的句子必须包含主语和谓语，许多句子还含有宾语、状语等成分。语序
和句型的变化会显著影响语义，因而建模时需关注成分的结构与顺序。

结构具有递归性语言允许句子嵌套子句，形成递归结构。例如：“我相信他昨天工作到很晚。”
中的“他昨天工作到很晚”本身是一个完整子句，用作主句的宾语。类似的递归可以理论上无
限嵌套，体现出语言的生成能力。

符号序列离散与图像的像素值不同，语言由离散的词或字符构成。这些符号源自一个有限词
表，但组合方式几乎无限，导致语言模型面临组合爆炸问题。

存在长程依赖句子中的词语可能隔着较长距离存在语义或语法关联。例如：“如果你今天早点
来，我们就能一起完成任务。”中，“如果”与“就”形成条件关联。建模这类依赖对模型的记
忆能力提出挑战。

强上下文相关性同一个词在不同上下文中可能有不同含义。例如，“交通”在“我爱上海交通
大学”中指代学校，在“我不爱上海的交通”中则表示城市出行状况。

传统模型的局限性早期的神经网络如全连接网络将所有词向量拼接为固定长度后统一处理，无
法保留词序信息，也不擅长捕捉词与词之间的局部或远程关系。此外，语言序列长度不固定，
强制变换为定长表示还会导致信息丢失。因此，传统结构难以胜任语言建模任务。

3.4.2 深度学习模型处理语言的简介

现代自然语言处理（NLP）模型往往遵循一条“从字符到概率”的流水线：首先把文本拆
分成可处理的最小单元，再逐步转换为向量，最后由神经网络给出下一令牌的概率分布。下面
依次介绍这一过程的五个环节：

令牌化（Tokenization）
自然语言本质上是一种非结构化的字符序列，不具有天然的边界。为了便于模型处理，需

将原始文本切分为离散的、语义上有意义的基本单元——令牌（token）。常见分词方式包括：

• 基于规则的分词：如按空格、标点符号等进行切分，简单直观，但在处理缩写、人名等复
杂语言现象时表现有限。

• 基于字符的分词：直接将每个字符视作一个 token，常用于汉字处理或字符级建模任务。

• 基于词典匹配的分词：使用固定词表查找词条边界，适用于特定任务，但泛化性有限。
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• 基于子词的分词：如 BPE（Byte-Pair Encoding）或 WordPiece 这类统计方法，根据高
频子词构建词表，能在词汇量大小与覆盖率之间取得较好平衡，现已成为主流做法。

例如，句子：

Transformer is a powerful tool for nlp.

如果使用基于空格的分词方法，得到：

[Transformer, is, a, powerful, tool, for, nlp, .]

而若使用 BPE，则可能分为：

[Trans, former, is, a, power, ful, tool, for, n, l, p, .]

这类子词表示方式能有效减少词表大小、降低未知词风险（OOV），在大模型中尤为重要。

编号映射（Mapping）
每个 token 需映射为整数 id ∈ [0, V )，其中 V 表示词表大小。词表一般按频率排序，并

保留一些特殊标记供模型使用，如：

• <pad>：用于补齐不同长度的样本

• <unk>：表示词表外词

• <bos> / <eos>：表示句子的开始与结束

• [CLS]：代表整个句子，常用于分类任务

• [SEP]：分隔不同句子，或表示句子结束

• [MASK]：用于掩码语言建模任务

这些标记为模型提供结构提示，其嵌入向量在训练中与其他词向量一同学习，进而被模型
赋予实际语义。

向量化编码（Encoding）
最直接的编码方法是 One-hot：用 V 维向量表示 token，第 id 位为 1，其余为 0。但因

其稀疏性和高维特性，计算成本大且无法表达词义之间的相似性。
为此，引入嵌入矩阵 E ∈ RV×d，用以将 One-hot 投影至低维稠密空间：

x = E⊤o ∈ Rd.
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图 3.18: 语言模型下一个 token 的预测范式示意图

其中 o 是 One-hot 编码，x 是对应的嵌入向量。该向量在训练中通过梯度下降与网络参数
一同优化，进而学习到语言的语义表示。

添加特殊标记并构建序列
在训练或生成任务中，我们会对输入序列加入必要的结构标记：

• 序列前加入 <bos> 或 [CLS]，作为起始标志或句子表示；

• 序列尾加入 <eos> 或 [SEP]，标志结束或句间分隔；

• 若输入长度不一，则使用 <pad> 填充；

• 若有未知词出现，则用 <unk> 替代；

• 在掩码语言模型中，用 [MASK] 替代部分 token 供模型预测。

经过这些处理，最终可得到统一长度的嵌入序列 x1:T，供神经网络模型（如 RNN、LSTM
或 Transformer）输入。

下一令牌预测（Next-Token Prediction）
语言模型以“给定上文 t1:T，预测下一个令牌 tnext”为核心目标。网络输出 logits z ∈ RV，

再经 Softmax 归一化得到概率分布

P (ti | t1:T ) =
ezi∑V
j=1 e

zj
, i = 1, . . . , V.

训练时最大化真实下一个 token 的对数似然；推理时可直接取 argmax，或按概率采样生成连
贯文本。
为了更好地理解以上的五个自然语言处理环节，我们举一个 next token prediction 的例

子, 假设要预测“我爱小猫 [ ]”中“[ ]”的位置应该填什么。图3.18展示了这一过程，下面我
们来详细拆解：
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1. 分词结果
[“我”, “爱”, “小”, “猫”]

2. 词 → 索引映射（示例）

“我”:100, “爱”:205, “小”:310, “猫”:402

3. One‐hot 编码（假设词表大小 V =10000）

“我” : [. . . , 1, . . . , 0, . . . , 0, . . . , 0, . . . ] (第100 位 = 1)

“爱” : [. . . , 0, . . . , 1, . . . , 0, . . . , 0, . . . ] (第205 位 = 1)

“小” : [. . . , 0, . . . , 0, . . . , 1, . . . , 0, . . . ] (第310 位 = 1)

“猫” : [. . . , 0, . . . , 0, . . . , 0, . . . , 1, . . . ] (第402 位 = 1)

4. 词嵌入向量（嵌入维度 d=50）

E100 = [0.11, 0.07, . . . , 0.54], E205 = [0.23, 0.18, . . . , 0.41],

E310 = [0.05, 0.32, . . . , 0.29], E402 = [0.19, 0.27, . . . , 0.38]

5. 模型接收的输入矩阵

X =


0.11 0.07 . . . 0.54

0.23 0.18 . . . 0.41

0.05 0.32 . . . 0.29

0.19 0.27 . . . 0.38

 ∈ R4×50

6. 模型输出（对整个词表做 Softmax，这里仅列 Top-3）

p(t | “我爱小猫”) =



0.87, t = “!”

0.08, t = “.”

0.05, t = “,”

0, 其它词

7. 最终预测
argmax

t
p(t) = “!” =⇒ 我爱小猫!

可以看到, 语言模型通过学习上下文信息, 可以比较准确地预测句子中缺失的词。将这一
过程递归下去, 就可以生成连贯的文本片段。Next token prediction 是现代自然语言处理预训
练的主要任务之一，GPT 等著名模型都是用这种方式进行训练的。
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图 3.19: 循环神经网络的基本结构

3.5 循环神经网络

为了应对语言特性带来的挑战, 研究者提出了循环神经网络 (Recurrent Neural Network,
RNN)。通过引入循环连接的方式,RNN能够在神经网络内部构建状态记忆,并在计算每个时间
步的输出时, 融合来自当前输入和前一状态的信息, 从而自然地捕捉和利用了序列数据所蕴含
的动态行为和一定程度的长程依赖关系, 展现出卓越的序列建模能力。

3.5.1 循环神经网络基本单元

如图3.19所示,这是一个基本的循环神经网络单元,下面我们详细介绍一下这个单元是如何
工作的。我们的输入为时序序列 x1, x2, · · · , xt−1, xt, xt+1, · · · , xn,并通过公式(3.15),(3.16)和(3.17)的
方式计算得到对应的输出序列 o1, o2, · · · , ot−1, ot, ot+1, · · · , on。

S0 = 0, (3.15)

St = f(U · xt + W · St−1 + b), t = 1, 2, 3, · · · , n, (3.16)

ot = g(V · St) (3.17)

其中 f 是激活函数，通常使用 Tanh 函数，g = Softmax(x) 是 softmax 函数。St 是状态记忆，
U，W，V 和 b 分别是输入权重矩阵、循环权重矩阵、输出权重矩阵和偏置项。
对于一个多层循环神经网络，假设共有 L 层，每一层的隐藏状态和输出会作为下一层的

输入进行计算，具体的数学表达式如下：

S
(1)
t = f(U(1) · xt + W(1) · S(1)

t−1 + b(1)), t = 1, 2, 3, · · · , n, (3.18)

o
(1)
t = g(V(1) · S(1)

t ), (3.19)
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图 3.20: encoder-decoder 架构的循环神经网络

第 l 层的输入是前一层的输出 o
(l−1)
1 , o

(l−1)
2 , · · · , o(l−1)

n ，并计算该层的隐藏状态和输出：

S
(l)
t = f(U(l) · o(l−1)

t + W(l) · S(l)
t−1 + b(l)), t = 1, 2, 3, · · · , n, (3.20)

o
(l)
t = g(V(l) · S(l)

t ), (3.21)

其中 S
(l)
0 = 0, l = 1, · · · , L，最后一层的输出序列即为最终的输出 o

(L)
1 , o

(L)
2 , · · · , o(L)n 。

以上为最基本的循环神经网络架构，可以看到，它的输入输出序列长度是相同的，这种结
构比较适合输入输出长度一致的任务，例如视频帧的逐帧分类、时间序列的预测等。

3.5.2 Encoder-Decoder 架构的循环神经网络

前文我们介绍的循环神经网络架构的输入和输出是等长的，这也带来了诸多限制。通常而
言，对于像机器翻译这样输入和输出不等长的任务，使用更加广泛的是它带有编码-解码结构
的变体：

S0 = 0, (3.22)

St = f1(U · xt + W1 · St−1 + b), t = 1, 2, 3, · · · , n, (3.23)

S′
0 = St (3.24)

S′
t = f2(W2 · S′

t−1 + b), t = 1, 2, 3, · · · , n′, (3.25)

ot = g(V · S′
t) (3.26)

以一个翻译任务为例: 我们需要将“我喜欢吃苹果”翻译为“I like eating apples”。我们
通过编码方式将“我喜欢吃苹果”逐字编码为 x1 ∼ x6, 将“I like eating apples”逐词编码为
o∗1 ∼ o∗4。我们会预先指定一个输出最大句长，假设这里最大句长为 7，于是我们的模型输入为
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x1, x2, x3, x4, x5, x6，标签为 o∗1, o
∗
2, o

∗
3, o

∗
4, 0, 0, 0（标签不足 7 则补 0）。通过上述基本单元的计

算, 我们可以得到 o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, 并计算其与标签的交叉熵损失，然后通过反向传播方
法更新权重。

注 9. 循环神经网络也可以做回归任务，此时不需要加 Softmax 函数 g。

3.5.3 使用 BPTT 算法训练循环神经网络

循环神经网络同样使用梯度下降法和反向传播进行训练，但因为其形式比较特殊，ot 的计
算涉及到前 t− 1 步的信息，所以计算梯度时也会涉及到多个时间步，我们将其称为随时间反
向传播 BPTT（BackPropagation Through Time, BPTT），具体而言，以循环神经网络基本
架构为例，给定一个损失函数，

L =
n∑
t=1

Lt(ot, o
∗
t ),

BPTT 首先将损失 L 对当前时间步 t 的状态 St、输出 ot 等变量的梯度通过链式法则逐步传
递回前面每一个时间步，从而更新所有时间步上的权重。
对于第 t 步的损失 Lt，我们可以通过链式法则依次计算其关于权重 U、W、V 和偏置 b

的梯度。因为 St 依赖于前一个时间步的状态 St−1，这意味着要通过反向传播回传每个时间步
的误差。
具体来说，梯度计算公式如下：

∂Lt
∂V =

∂Lt
∂ot
· ∂ot
∂V = δt · STt

∂Lt
∂St

= δt ·V

∂Lt
∂W =

t∑
k=1

(
∂Lt
∂St
· ∂St
∂St−k

)
· ∂St−k
∂W

∂Lt
∂U =

t∑
k=1

(
∂Lt
∂St
· ∂St
∂St−k

)
· ∂xk
∂U

其中，δt = ∂Lt

∂ot
· g′(V · St)。

但由于循环神经网络的递归结构，状态 St 的梯度要经过多个时间步的链式计算，导致梯
度在长时间依赖时逐渐衰减或急剧增大，导致梯度消失和梯度爆炸，尤其在较长序列中更为严
重，导致模型难以学习到长期依赖。并且 BPTT需要在每个时间步都反向传播梯度，并且每个
时间步的状态依赖于前面的状态，因此每个参数更新的计算开销较大，尤其在处理长序列时，
训练变得更加缓慢。
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为了解决这些问题，研究者提出了长短时记忆网络（LSTM）和门控循环单元（GRU），它
们通过引入门控机制有效缓解了梯度消失问题，从而能够更好地处理长时间依赖的任务。

3.5.4 长短程记忆网络

长短期记忆网络（Long short-term memory, LSTM）是一类特殊的 RNN，由 Schmidhuber
和 Hochreiter 在 1997 年提出，主要是为了解决长序列训练过程中的梯度消失和梯度爆炸问
题。相比普通的循环神经网络，LSTM 能够在更长的序列中有更好的表现。

人类在阅读文章的时候并不会每分每秒都重新从头思考，看到的知识并不会立即遗忘而是
逐渐加深记忆过程，可见记忆信息在人类思考与反馈过程中非常重要，循环神经网络通过传递
隐藏状态来储存这些记忆信息。但是人类的记忆并非一成不变，而是在阅读新内容时候，不断
更新新知识遗忘旧知识，因此记忆信息的获取和遗忘是人类有效进行学习的重要因素。但是如
公式 (3.16)所示，循环神经网络的每层都会使用参数矩阵 U 和W 来处理新的输入信息和记忆
信息，但是这样的结构过于简单，缺乏长程信息之间的交互，也没有遗忘信息的过程。
下面我们正式介绍 LSTM 的主要架构，如同循环神经网络那样，LSTM 选择了将相同的

子模块堆积形成整个网络结构，只不过与循环神经网络的简单模块不同，LSTM 的子模块（称
为门控记忆元）结构较为复杂。它主要由三个不同的门控构成：输入门、遗忘门和输出门，同时
除了与循环神经网络相同的隐状态 St 之外增加了一个记忆状态的通道 Ct (cell state)，构成了
信息流动的双路并行，而三个门控将用于保护和利用记忆状态以补充隐状态。图 3.21是 LSTM
的一个示意图，接下来讲详细介绍这三类门的作用。我们约定本节中出现的 σ 为 sigmoid 函
数。

图 3.21: 单个门控神经元主要部件和并行隐藏状态示意图
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图 3.22: 单个门控神经元结构示意图

门控神经元-遗忘门

在信息输入到 LSTM 的第一步过程中，网络需要判断 Ct 中哪些记忆需要遗忘。遗忘门是
一个 sigmoid 网络并同时接受隐状态 St 和当前位置输入 xt+1 的信息。由于 sigmoid 的返回值
是介于 0 到 1 之间的数字，因此其含义是表示记忆状态 Ct 中多大部分应该被保留下来。如果
定义 ft 作为这一步的记忆保存比例，有以下公式成立：

ft = σ(WSfSt +Wxfxt+1 + bf ). (3.27)

门控神经元-输入门

第二步过程中，门控神经元需要判断输入的哪一部分是需要记忆的，并在记忆状态中更
新。这一步同时要分为两个部分，第一部分由输入门决定更新哪些记忆值，第二步由候选记忆
提供一个新的记忆状态 C̃t，并接受输入门的控制。最后将整个候选记忆直接添加到记忆状态
中。对应的公式如下：

it = σ(WSiSt +Wxixt+1 + bi), (3.28)

C̃t+1 = tanh(WSCSt +WxCxt+1 + bC), (3.29)

Ct+1 = ft ∗ Ct + it ∗ C̃t+1, (3.30)

其中，∗ 表示按元素相乘。
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门控神经元-输出门

最后一步我们需要决定当前的输出，而此时我们的记忆状态已经完全更新为了最新的状
态。通过上一步的隐状态和当前输入，经过一个 sigmoid 层决定输出记忆中的哪些部分，记忆
状态通过一个 tanh 同样归一化到 -1 至 1 并乘以 sigmoid 层的输出作为最后的当前位置输出
yt+1。对应的公式如下：

ot = σ(WSoSt +Wxoxt+1 + bo), (3.31)

yt+1 = St+1 = ot ∗ tanh(Ct+1). (3.32)

LSTM 解决了 RNN 中部分梯度消失问题

从数学角度来看，LSTM 能够解决 RNN 中的梯度爆炸或消失问题，关键在于它通过记忆
状态 Ct 和门控机制设计来稳定梯度的传播。

在 RNN中，梯度通过时间步长反向传播，更新时依赖于每个时间步的 Jacobian矩阵。假
设损失函数 L 对于第 t 时刻的隐状态 St 的梯度为 ∂L

∂St
，RNN 的链式法则会导致该梯度的计

算为：
∂L

∂St
=

∂L

∂St+1

· ∂St+1

∂St

由于 St+1 是通过某个激活函数（例如 tanh 或 sigmoid）与权重矩阵计算得到的，Jacobian 矩
阵 ∂St+1

∂St
的特征值可能小于 1（导致梯度消失）或大于 1（导致梯度爆炸）。随着时间步数增加，

链式相乘的梯度会迅速衰减或膨胀。
LSTM 引入了一个记忆状态 Ct，并且通过门控机制来控制信息的传递。根据记忆状态的

更新公式：
Ct+1 = ft ∗ Ct + it ∗ C̃t+1,

我们有：
∂L

∂Ct
=

∂L

∂Ct+1

· ft.

由于遗忘门 ft 的输出值通常在 0 和 1 之间，因此通过门控机制，梯度会被控制在合理的
范围内，不会像 RNN 那样指数级增长或衰减。例如，如果任务需要，模型可能可以学习到在
这个任务中使得所有的 ft 都等于 1，这样就类似于残差网络。这种常量误差流使得梯度在多
个时间步长上传递时，衰减得较慢，从而缓解了梯度消失的问题。
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3.6 Transformer

在前文中我们提到,RNN 存在诸多局限性, 尽管后来在 RNN 框架的基础上又发展了许
多具有创新性的算法, 但仍然无法完全克服 RNN 的缺陷以及语言问题本身的困难。在此背景
下,Transformer应运而生。Transformer的诞生极大地推动了自然语言处理领域的发展,其中最
具代表性的开篇工作是论文《Attention is all you need》Vaswani et al. (2017)。这篇论文首次提
出了 Transformer 模型, 它抛弃了 RNN 的思想, 完全依靠注意力机制 (Attention Mechanism)
来建模序列。注意力机制最早由 Bahdanau 等人Bahdanau et al. (2014) 在机器翻译任务中引
入, 后来被广泛应用于各种自然语言处理任务。在此基础上, 林洲汉等人Lin et al. (2017) 进一
步提出了结构化的自注意力机制 (Self-Attention), 允许序列中的任意两个位置直接发生交互,
无论它们之间的距离有多远。Transformer 模型正是建立在这种结构化自注意力机制之上的。
这种结构天然地具有捕捉长程依赖的能力。同时, 自注意力计算也是高度并行的, 大大提高了
模型的训练速度。
最初的 Transformer 由若干个编码器 (Encoder) 和解码器 (Decoder) 组成, 编码器是对输

入序列进行特征提取，从而转换为一个固定长度的内部表示；解码器基于编码器的内部表示和
其他已知内容生成目标（预测）内容, 每个编码器和解码器内部都使用了自注意力和前馈神经
网络。值得注意的是, 编码器在计算自注意力时没有使用掩码 (Mask), 因此能够看到整个输入
序列的全局信息和因果关系。这些全局信息被编码到上下文向量中,并传递给解码器。解码器则
根据上下文向量和之前生成的输出序列, 预测下一个输出词。编码器捕捉输入序列的全局语义,
解码器利用这些语义信息生成输出, 两者通力合作, 完成端到端的序列转换任务。Transformer
的这种编码器-解码器架构最初主要应用于机器翻译任务, 其中输入是源语言序列（原文）, 输
出是目标语言序列（译文）, 两者是不对称的, 因此很自然地契合编码器-解码器的设计理念。

Transformer 的输入和输出长度是可变的, 不需要固定。以机器翻译任务为例, 源语言句子
和目标语言句子的长度通常是不同的,Transformer 能够很好地处理这种情况。这得益于其独特
的位置编码 (Positional Encoding) 机制, 它为每个位置赋予一个独特的向量, 使得模型能够区
分不同位置的词, 即使输入长度发生变化也不会影响其表示能力。
然而, 随着研究的深入, 人们发现 Transformer 的潜力远不止于机器翻译。在许多其他的

自然语言处理任务中, 如语言模型、文本摘要、对话生成等, 输入和输出并非完全不对称。以语
言模型为例, 它的目标是根据之前的词预测下一个词, 输入和输出包含相同的语言种类。因此
研究者们提出了仅解码器 (Decoder-Only)的 Transformer变体。在这种架构下,模型只有解码
器, 没有编码器。
现有的大多数大型语言模型,如GPT系列,其核心架构都是采用了如图3.23所示的Decoder-

Only 模型结构。在这种 Decoder-Only 架构中, 模型的输入首先会通过嵌入层映射到嵌入空间
（embedding space）, 获得嵌入表示。之后, 这些嵌入表示将被输入到由多个解码器（Decoder
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layer）组成的 Transformer模块中。在上述计算过程中,残差连接和层归一化也被广泛应用,以
提升模型的训练稳定性。最终,Transformer 会将最后一层解码器的输出映射回词汇空间, 生成
对应的输出序列概率分布。通过这种全新的结构设计,Transformer 架构展现出了卓越的并行能
力和长程关联的建模能力, 从而在诸多序列相关任务中取得了突破性的进展, 推动了人工智能
的发展。据说，OpenAI 在使用 Transformer 的架构后，两个礼拜取得的进展超过了用 RNN
两年的研究进展。一些理论工作也指出，Transformer 对于序列形式的数据具有强大的拟合能
力 (Wang et al., 2024)，面对长记忆工作不会像 RNN 那样面临记忆灾难。

图 3.23: Decoder-Only Transformer 模型示意图。通常而言，表征 “层归一化”的 LN 模块有
两种放置方式，本图所展示的为 “Pre-layernorm”的架构，即层归一化发生在其他主要模块之
前。图3.24展示了 “Post-layernorm”架构。

Transformer的提出是自然语言处理领域的一个里程碑。它为后续的语言模型如 BERT(Devlin
et al., 2018) 和 GPT(Radford et al., 2018) 奠定了基础。这些模型在大规模语料库上进行预训
练, 学习到了丰富的语言知识, 在下游任务上表现出了惊人的性能, 甚至在某些任务上超越了人
类。可以说,Transformer 引领了自然语言处理的一场革命, 使得语言理解和生成能力大幅提升。
在本节中, 我们将以一个 Decoder-Only 模型为例, 按照模块来详细介绍数据在 Trans-

former 中是如何被处理和计算的。

3.6.1 Transformer 的基本原理

在深入探讨 Transformer 模型的内部结构之前, 我们先来了解一下 Transformer 的基本原
理。Transformer 模型本质上是一个自回归语言模型, 其基本任务是根据前 n 个词预测第 n+1

个词, 这也被称为 next token prediction。
具体来说, 假设我们有一个长度为 n 的输入序列 X in = (x1,x2, ...,xn)

T ∈ Rn×d, 其中
xi ∈ Rd 表示第 i 个词的 d 维 one-hot 表征向量，d 为字典大小，该向量仅在该单词在字典中
对应的位置为 1，其他位置为 0。Transformer 模型的目标是根据 X in 预测下一个词 xn+1。

注 10. 某种意义上 one-hot 向量也可以理解为一个概率分布，即以 100% 的概率输出字典中
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某个对应的词，以 0 概率输出其他词。

模型的输出也是一个 n × d 维的矩阵 Xout ∈ Rn×d, 其中第 i 行 Xout
i 的目标是预测输入

的第 i+ 1 个词。对于训练好的模型，应当有 Xout
i ≈ xi+1。我们可以将 Xout

i 通过一个线性变
换和 softmax 函数, 转化为在词汇表上的概率分布, 然后选择概率最大的词作为第 i+1 个位置
的预测结果。
回到我们刚才的例子, 假设我们的输入序列是“我爱小猫”, 对应的输入矩阵为:

X in =


x我
x爱
x小
x猫

 ∈ R4×d.

那么对于 next token prediction，我们期望 Transformer 模型的输出是:

Xout =


x爱
x小
x猫
x!

 ∈ R4×d,

其中 x! 表示模型预测的下一个词是感叹号”!”。
在推断过程中，Transformer 模型根据输入的信息做 next token prediction，每次生成一

个新的 token 并将其跟输入信息合并在一起继续放到模型中做 next token prediction，直到生
成一个代表终止符的向量 xEOS 时终止。此时得到的所有输出即为 Transformer 模型的推断结
果。在我们了解 Transformer 模型具体架构后，我们将在3.6.6小节给出一个更为具体的例子来
详细阐述 Transformer 模型做推断的流程。
在训练过程中,Transformer 模型对整个句子的每个位置分别计算交叉熵损失, 然后取平

均值作为最终的损失函数。具体而言，假设输入 X in = (x1,x2, ...,xn)
T 的目标输出序列为

Xout = (x2,x3, ...,xn+1)
T, 模型的预测输出为 X̂out = (x̂2, x̂3, ..., x̂n+1)

T, 其中 x̂i+1 是模型在
第 i 个位置的预测概率分布。那么, 整个序列的交叉熵损失可以表示为:

L(X, X̂) = − 1

n

n+1∑
i=2

d∑
j=1

xij log x̂ij ,

其中 xij 是 xi 的第 j 个元素 (0 或 1),x̂ij 是 x̂i 的第 j 个元素 (预测概率)。
模型的目标是最小化这个损失函数, 从而使预测结果尽可能接近真实结果。这种对整个序

列的每个位置分别计算损失的方法, 可以更准确地衡量模型在每个位置的预测质量, 并为模型
提供更细粒度的监督信号。
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注 11. Transformer 模型这种对每个位置分别计算交叉熵损失的思想，可以看作对一个语料
同时做了多次 next token prediction，例如，“我爱小猫！”这个语料可以看作是（“我”）预测
“爱”；（“我”，“爱”）预测“小”；（“我”，“爱”，“小”）预测“猫”；（“我”，“爱”，“小”，“猫”）
预测“！”。这样，相当于一个语料被使用了多次，极大地提高了训练效率和语料的利用率。

以上就是 Transformer 模型的基本框架思想。在接下来的小节中, 我们将详细介绍 Trans-
former 模型的内部结构, 看看它是如何实现 next token prediction 预测任务的。

3.6.2 Embedding

在处理语言任务时, 我们需要将一个句子 (序列) 中的每个单词用一个向量表示，最简单
的表示方法就是表示为一个长度为 d 的 one-hot 向量，其中 d 是字典的大小，向量中只有该
单词对应的位置为 1, 其他位置全为 0。这种表示简单直观, 但是向量之间是正交的, 并且所有
向量间的欧氏距离均为

√
2，因此无法刻画单词之间的相似性。并且这种表示下所有词向量构

成的矩阵为 d× d 维，难以存储和计算。为了让模型能够更好地理解和利用单词之间的语义信
息, 我们可以使用一个线性变换将这些词向量映射到一个连续的、低维的向量空间中, 这就是
Embedding 层的作用。
具体来说, 我们首先将输入序列表示为一个 one-hot 矩阵 X in ∈ Rn×d, 其中 n 是序列长

度。为了克服 one-hot 表示的局限性, 我们引入了 Embedding 层。Embedding 层包含一个可
学习的嵌入矩阵 W em ∈ Rd×dm , 其中 dm 是嵌入向量的维度, 通常远小于字典大小 d。通过嵌
入矩阵, 我们可以将每个 one-hot 向量映射为一个稠密的嵌入向量:

Xem = X inW em ∈ Rn×dm .

在训练过程中, 嵌入矩阵 W em 会被随机初始化, 并与模型的其他部分一起学习。通过学习, 语
义相近的单词将被映射到嵌入空间中的相近位置, 而语义不同的单词则被映射到相距较远的位
置。这种连续的、高维的表示能够很好地刻画单词之间的语义关系, 为后续的模型学习提供了
更好的特征。
由于 Transformer 模型本身没有记录序列位置信息的能力, 我们还需要为每个位置显式编

码一个位置向量:Xpos ∈ Rn×dm。位置编码的目的是为每个位置引入一个独特的、有意义的表
示, 以帮助模型区分不同位置的词。一种简单而有效的位置编码方式是使用正弦和余弦函数:

Xpos[k, 2i] = sin
(

k

100002i/dm

)
,

Xpos[k, 2i+ 1] = cos
(

k

100002i/dm

)
,
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其中,k 表示位置 (取值范围为 [1, n]),i 表示维度 (取值范围为 [0, dm/2 − 1])。这种位置编码满
足 Xpos[k] ·Xpos[k + dk] 只与 dk 有关，而与位置 k 无关，有助于模型学习到位置之间的相对
关系。此外该位置编码能够将编码值域限制在 [-1,1]，从而有助于泛化到各种复杂序列。

最终, 我们将嵌入表示和位置编码相加, 作为 Transformer 模块的输入:

X(1) = Xem +Xpos ∈ Rn×dm .

这个相加的过程, 可以看作是将词汇信息和位置信息融合在一起。通过这样的处理, 原始的单
词序列被转化为一个携带语义和位置信息的连续向量序列, 为后续的自注意力计算和特征提取
做好了准备。

注 12. 对于嵌入表示和位置编码，也存在其他融合方式，如直接将二者拼接。现在主流大模
型仍采用相加的方式，这样做的好处是节省了隐藏空间维度。

注 13. 近年来，旋转位置编码 RoPE (Rotary Position Embedding) (Su et al., 2024) 成为一
类很常用的大模型位置编码方式。RoPE 编码通过引入二维旋转矩阵，在保持相对位置关系的
基础上，允许模型（相比正文提到的正余弦编码方式）更有效地捕捉位置信息，从而增强处理
序列任务的能力。与此同时，许多位置编码的方式也在不断的被提出。

3.6.3 注意力层

单头注意力机制

在 Transformer模型中,自注意力机制扮演着核心角色。它允许模型在处理每个位置时,都
能够考虑到序列中其他位置的信息, 从而能够捕捉到单词之间的长程依赖关系。

图 3.24: Transformer 模型中的注意力模块。本图还展示了 “Post-layernorm”架构。即层归一
化发生在其他主要模块之后。

自注意力机制的计算过程可以分为三步: 第一步是计算查询 (Query)、键 (Key) 和值
(Value) 矩阵; 第二步是计算注意力分数矩阵; 第三步是计算注意力输出。下面我们逐步讨论。
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第一步,对于第 l层的输入X(l) ∈ Rn×dm ,我们通过三个不同的可学习矩阵WQ(l),WK(l),W V (l),
将其转化为查询矩阵 Q(l)、键矩阵 K(l) 和值矩阵 V (l):

Q(l) = X(l)WQ(l) ∈ Rn×dq , WQ(l) ∈ Rdm×dq ,

K(l) = X(l)WK(l) ∈ Rn×dk , WK(l) ∈ Rdm×dk ,

V (l) = X(l)W V (l) ∈ Rn×dv , W V (l) ∈ Rdm×dv .

直观地理解,查询矩阵 Q(l) 表示了当前位置对其他位置的查询,键矩阵 K(l) 表示了每个位
置的关键特征, 值矩阵 V (l) 则表示了每个位置的具体信息。通过这样的转换, 我们将原始的词
向量映射到了三个不同的语义空间, 为后续的注意力计算做准备。

注 14. 通常为了计算方便，会设置 dq = dk = dv。

注 15. 在神经网络中，要使用一个数据，我们一般不会直接用，而是先做一个线性变换，这种
操作是十分常见的，目的是提取特征。

第二步, 我们根据查询矩阵和键矩阵, 计算注意力分数矩阵 Attn(l) ∈ Rn×n:

Attn(l) = softmax
(
mask(Q(l)(K(l))T )√

dk

)
∈ Rn×n.

注意力分数矩阵的每一行表示了当前位置对其他所有位置的注意力分布。具体地,Attn(l)
ij 表示

了第 i 个位置对第 j 个位置的注意力分数, 它是通过计算 Q
(l)
i 和 K

(l)
j 的点积 (内积), 并除以

√
dk 得到的。这里除以

√
dk 是为了缓解点积结果的方差过大问题, 有助于模型的训练。

值得注意的是,在 Decoder中,为了保持自回归属性,我们通常会在注意力分数矩阵上应用
一个上三角形的掩码 (mask) 矩阵。这个掩码矩阵将注意力分数矩阵的上三角位置 (i, j), i < j

上的值设为负无穷大, 这样在 softmax 操作后, 这些位置的注意力分数就会变成 0。这种掩码
操作确保了在生成每个词时, 模型只能看到当前词和左边的词, 而看不到右边的词, 从而保持了
语言模型的自回归属性。

softmax 函数是按行做的，即对一个矩阵 A = {aij}n×m，有

softmax(A)ij =
eaij∑m
j=1 eaij

, (3.33)

其作用是将一组实数转化为一个概率分布, 它保证了每一行的注意力分数总和为 1, 并且每个
分数都在 0 到 1 之间。这使得注意力分数具有了概率的意义, 表示了当前位置对其他位置的重
要性。
第三步, 我们根据注意力分数矩阵和值矩阵, 计算注意力输出 Xqkv(l):

Xqkv(l) = Attn(l)V (l) ∈ Rn×dv .
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注意力输出的每一行是值矩阵的加权平均, 权重就是注意力分数。直观地理解, 模型通过注意
力分数有选择性地聚焦到序列中的不同位置, 并从这些位置提取相关信息, 形成当前位置的新
表示。
为了确保注意力输出的维度与输入维度一致, 我们通过另一个可学习的矩阵 WO(l), 将

Xqkv(l) 映射回 dm 维:

Xpr(l) = Xqkv(l)WO(l) ∈ Rn×dm , WO(l) ∈ Rdv×dm .

最后, 我们将注意力层的输出 Xpr(l) 与输入 X(l) 相加, 并对其归一化:

Xao(l) = LayerNorm(X(l) +Xpr(l)) ∈ Rn×dm .

其中，

[LayerNorm(X)]i,j =
Xi,j −

∑
lXi,l/dm

std(Xi,1, · · · , Xi,dm)
.

这里的残差连接 (residual connection) 和层归一化 (Layer Normalization, LN) 是 Transformer
模型的两个重要组件。残差连接帮助网络更容易学习恒等映射, 缓解了深度网络中的梯度消失
问题;层归一化则有助于稳定网络的训练,加速收敛。它通过将每一层每一个位置的 dm 维输出
归一化到均值为 0、方差为 1 的分布, 缓解了不同层之间的协方差偏移 (covariate shift) 问题。

多头注意力机制

尽管单头注意力已经能够捕捉序列中的依赖关系, 但它仍然有一些局限性。直观地说, 单
头注意力可以看作是从一个角度去审视序列, 这可能无法全面地理解序列的内部结构。
为了克服这一问题,Transformer 引入了多头注意力机制。多头注意力的基本思想是, 同时

学习多组不同的查询、键、值矩阵, 然后并行地计算多个注意力函数, 最后将不同头的输出拼
接起来。形式上, 对于第 l 层的第 i 个头, 我们有:

Q
(l)
i = X(l)W

Q(l)
i ∈ Rn×dq , W

Q(l)
i ∈ Rdm×dq ,

K
(l)
i = X(l)W

K(l)
i ∈ Rn×dk , W

K(l)
i ∈ Rdm×dk ,

V
(l)
i = X(l)W

V (l)
i ∈ Rn×dv , W

V (l)
i ∈ Rdm×dv .

每个头的注意力分数矩阵和输出计算方式与单头注意力类似:

Attn(l)
i = softmax

(
Q

(l)
i (K

(l)
i )T√
dk

)
∈ Rn×n,

head(l)
i = Attn(l)

i V
(l)
i ∈ Rn×dv .
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接下来, 我们将所有头的输出拼接起来, 再经过一次线性变换, 得到多头注意力的输出:

Xpr(l) = Concat(head(l)
1 , ..., head

(l)
h )WO(l) ∈ Rn×dm , WO(l) ∈ Rhdv×dm

其中,h 是头的数量，Concat 按列拼接。最后, 与单头注意力类似, 我们对多头注意力的输出进
行残差连接和层归一化:

Xao(l) = LayerNorm(X(l) +Xpr(l)).

多头注意力机制允许模型在不同的子空间中学习序列的不同表示。直观地说, 每个头可以看作
是从不同的角度去理解序列, 捕捉不同的依赖模式。例如, 一些头可能更关注短距离的语法关
系, 另一些头则可能更关注长程的语义关系。通过将这些不同的表示合并在一起, 模型可以得
到一个更全面、更鲁棒的序列理解。
多头注意力的另一个优势在于, 它增加了模型的表达能力, 而不需要增加计算复杂度。如

果我们将所有的参数集中在一个头上, 模型的表达能力就会受到限制。但是通过将参数分配到
多个头上, 模型可以学习到更丰富的表示, 而且多头并行运行，提升计算效率。

实践证明, 多头注意力显著提升了 Transformer 在各种任务上的性能。它已经成为 Trans-
former 模型的标配, 被广泛应用于自然语言处理的各个领域。

3.6.4 前馈神经网络层

除了自注意力层,Transformer模型的另一个重要组成部分是前馈神经网络层（Feed-Forward
Network, FFN）。前馈神经网络层对自注意力层的输出进行进一步的非线性变换, 增强了模型
的表达能力。从结构上看, 前馈神经网络层其实就是我们前边介绍的两层全连接网络, 中间使
用 ReLU 激活函数, 并在最后使用残差连接和层归一化。具体地, 对于第 l 层的输入 Xao(l), 前
馈神经网络层的计算过程如下:

Xdo(l) := FNN(Xao(l)) = LayerNorm
(
Xao(l) + σ(Xao(l)W l,1)W l,2

)
∈ Rn×dm ,

其中 σ(·) 代表 ReLU 激活函数, 而 W l,1 ∈ Rdm×dff 和 W l,2 ∈ Rdff×dm 是两个可学习的权重
矩阵。这里的 dff 通常大于 dm, 例如 dff = 4dm。这里实质上是先经历一个两层全连接网络，
然后再经历残差连接，然后是层归一化。
值得注意的是，这里的前馈神经网络是对逐个位置上的词做的，即把 n 个 dm 维向量分别

通过前馈网络计算，再重新组合成 n× dm 维的句子矩阵。这种结构增加了模型的非线性。因
为自注意力层本质上是一个线性变换 (忽略 softmax 的非线性), 前馈神经网络层的引入可以增
强模型的非线性表达能力。并且前馈神经网络层对句长维度 n 没有要求，因此可以方便地插
入到模型的各个部分，也可以处理不同长度的句子，兼容性好。
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前馈神经网络层虽然结构简单, 但在 Transformer 模型中发挥了重要作用。它与自注意力
层一起, 构成了 Transformer 的基本计算单元。经过前馈神经网络之后得到的 n × dm 矩阵作
为下一层的输入进入下一个计算单元中的自注意力层。即

X(l+1) = Xdo(l) ∈ Rn×dm . (3.34)

3.6.5 输出层

在 Transformer 模型的最后, 我们需要将最后一层的输出 Xdo(L) 转化为具体的预测结果。
这通常涉及两个步骤: 第一步是将 Xdo(L) 映射到目标词汇的维度; 第二步是根据映射后的结
果, 选择最可能的输出。
第一步的映射操作通过一个线性变换完成, 我们称之为投影层:

Xout = Xdo(L)W proj + bproj ∈ Rn×d, W proj ∈ Rdm×d, bproj ∈ Rd,

其中 W proj 和 bproj 分别是投影矩阵和偏置向量。这个线性变换将 dm 维的隐藏状态映射到 d

维的输出空间, 每个维度对应词汇表中的一个单词。
在得到投影后的结果 Xout 后, 我们需要根据 Xout 选择最可能的输出单词。这通常有两种

方式: 贪婪解码 (greedy decoding) 和采样解码 (sampling decoding)。
贪婪解码的思路是, 在每个位置上, 都选择概率最大的单词作为输出:

Output = argmax(softmax(Xout)).

这里的 argmax 的意思是返回最大值对应的指标，操作是在词汇维度上进行的，它返回概率最
大的单词的索引。贪婪解码是一种确定性的解码策略，它总是选择局部最优的结果，但并不保
证全局最优。
与贪婪解码不同，采样解码则是一种随机性的解码策略。在采样解码中，我们首先将 Xout

通过 softmax 函数转化为一个概率分布，然后根据这个分布随机抽样出一个单词:

Output ∼ softmax(Xout).

采样解码允许模型生成多样化的结果，但也可能生成一些不太合理的结果。在实践中，我
们通常会引入一些技巧，如温度（temperature）、前 k 次采样（top-k sampling）等，来平衡
输出的多样性（diversity）和质量（quality）。

输出层的设计与任务类型和评估指标密切相关。例如，在机器翻译任务中，我们通常使用
集束搜索（beam search）来寻找全局最优的翻译结果，其在生成序列时会保持多个候选结果，
而不仅仅是单一的最优路径；而在对话生成任务中，我们可能更关注生成结果的多样性和自然
性。因此，输出层的选择需要根据具体的任务和需求来权衡。
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3.6.6 Transformer 做推断的详细流程

在前面的小节中, 我们详细介绍了 Transformer 模型的内部结构和工作原理。现在, 让我
们通过一个具体的例子, 来看看 Transformer 模型是如何进行预测的。
假设我们有一个训练好的 Transformer 模型, 我们现在想用它来回答一个问题:“我的名字

是迈克, 我叫什么?”。经过分词, 这个问题可以表示为:

[“[CLS]”,“我的”,“名字是”,“迈克”,“我”,“叫”,“什么”,“[SEP]”].

我们可以通过以下步骤来生成答案:
第一步, 我们将分词后的问题转化为模型可以处理的输入格式。假设经过编码, 这个问题

对应的输入矩阵为:

X0 =



x[CLS]
x我的

x名字是
x迈克
x我
x叫

x什么
x[SEP]


∈ R8×d.

第二步, 我们将 X0 输入到 Transformer 模型中, 经过多层的计算, 得到输出矩阵 Xout
0 。我

们将 Xout
0 的最后一行通过 softmax转化为概率分布,并选择概率最大的分词”你的”作为第一

个生成的分词。
第三步, 我们将” 你的” 的嵌入向量 x你的 附加到 X0 的末尾, 形成新的输入矩阵:

X1 =


x[CLS]

...
x[SEP]
x你的

 ∈ R9×d.

注 16. 这里我们需要注意 X1 与前文提到的第 1 层的输出 X(1) 是两个完全不同的概念，前
者表示输入句子 X0 完全通过 Transformer 模型之后得到的输出词向量 x你的 拼接到 X0 之后
得到的 9× d 维矩阵；后者是一个输入矩阵 X 经过 Transformer 第 1 个 Decoder 层后得到的
输出，如输入矩阵为 X = X0，则 X(1) ∈ R8×dm。
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然后, 我们将 X1 再次输入到 Transformer 模型中, 得到新的输出矩阵 Xout
1 。我们选择

Xout
1 的最后一行对应的分词” 名字是” 作为第二个生成的分词。
第四步, 我们重复第三步, 将” 名字是” 的嵌入向量 x名字是 附加到 X1 的末尾, 形成新的输

入矩阵 X2, 然后输入到 Transformer 模型中, 得到 Xout
2 。我们选择 Xout

2 的最后一行对应的分
词” 迈克” 作为第三个生成的分词。
第五步,我们继续重复第三步,将”迈克”的嵌入向量附加到X2的末尾,形成 X3,然后输入

到 Transformer模型中,得到 Xout
3 。我们发现 Xout

3 的最后一行对应的是特殊的终止符”[SEP]”,
表示生成结束。
至此, 我们得到了完整的答案:

[“你的”,“名字是”,“迈克”,“[SEP]”].

可以看到,Transformer 模型通过不断地将前面生成的分词反馈到输入中, 一步步地生成出
完整的答案。这个过程就像是一个自回归的过程, 模型在每一步都根据之前的输出来预测下一
个分词, 直到生成终止符为止。这个例子展示了 Transformer 模型在实际应用中的预测过程。
当然, 在实践中, 我们通常会使用一些更高效的解码策略, 如 Beam Search, 以得到更优质的生
成结果。但无论使用何种解码策略, 其基本思路都是相同的, 即通过不断地将前面的输出反馈
到输入中, 来实现自回归的生成过程。这也是 Transformer 模型的一个重要特点: 它可以根据
前文的信息, 动态地调整每一步的预测。这使得 Transformer 模型具有很强的语境理解和生成
能力, 可以应对各种复杂的自然语言处理任务。
以上就是 Transformer 模型的整体结构和工作流程。从输入的词嵌入, 到自注意力层和

前馈神经网络层的交替计算, 再到最后的输出层, 共同构建了一个强大的语言序列处理模型。
Transformer 模型的设计充分考虑了自然语言的特点, 如长程依赖、语义复杂性等, 同时也兼
顾了模型的计算效率和可扩展性。当然,Transformer 模型也并非完美无缺。其巨大的模型尺寸
和计算开销, 对硬件和能源提出了很高的要求; 其黑盒性质, 也给模型的解释和调试带来了挑
战。此外, 如何将 Transformer 模型应用到更广泛的场景, 如多模态学习、强化学习等, 也是一
个值得探索的方向。尽管如此,Transformer 模型已经成为当前自然语言处理领域的主流范式,
其影响力还在不断扩大。未来, 随着人们对语言理解的不断深入, 以及人工智能技术的不断发
展,Transformer 模型必将在更多领域大放异彩, 为我们开启通向智能时代的大门。

3.7 生成模型

生成模型主要用于解决生成任务，即给定一批真实数据 {xi}Ni=1，但我们并不知道这些数
据背后的分布 µ。为了模拟这种未知分布，生成模型从一个已知的分布中随机采样一个隐变量
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z，然后通过解码器 g 进行映射，生成样本 x，使其也服从分布 µ。生成模型有很多种类型，这
并不是本书的重点，我们仅以变分自编器作为例子，作简单的介绍。

3.7.1 自编码器

我们希望图像能被连续插值，即当图像 x1 与图像 x2 接近 (x1 − x2 的某种空间范数比较
小) 的时候，对应的隐变量 z1 和 z2 也足够近 (z1 − z2 的某种空间范数比较小)，否则 z 到 x

的映射为一个高频映射，根据频率原则，g 会非常难以拟合。于是，我们可以假设 z 是 x 的连
续映射，这样就保证了 g 一定不是一个高频映射。编码器 f 正是用于保证这一点的工具，这
样的直接由编码器和解码器两部分组成的结构也被称为自编码器。

• 编码器 f：将高维的输入数据 x ∈ Rn 压缩为一个较低维的隐变量 z ∈ Rd，d≪ n。

• 解码器 g：将这个低维的隐变量 z 重构为原始的高维的输入数据 x 形式。

自编码器是一种特殊类型的神经网络。它属于无监督学习算法，其主要目的是通过训练学
习输入数据的有效表示（编码），然后再重构出与原始输入尽可能相似的输出（解码）。这种网
络由两个主要部分组成：编码器和解码器。

图 3.25: 自编码器示意图

通过使用神经网络 fθ 和 gθ 分别参数化编码器 f 和解码器 g，再最小化如下损失函数：

L =
1

N

N∑
i=1

∥xi − gθ(fθ(xi)∥2, (3.35)

其中 xi 为输入数据。最终目标就是通过 fθ 将高维数据的内在结构和规律压缩到一个低维的
隐藏空间，并且通过解码器 gθ 完成生成任务（给定一个隐变量 z，解码器返回一个高维数据
gθ(z)）。
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图 3.26: 自编码器在训练时的损失函数曲线

3.7.2 变分自编码器

尽管自编码器的构想非常吸引人，但在实际应用中，所拥有的数据相对于其所在的实际空
间往往是极为稀疏的。因此，自编码器在数据压缩与恢复方面表现较好，但在生成新数据时却
未必理想。这主要是因为自编码器无法有效填补数据空间中的空隙，导致生成的内容往往无法
满足预期。为了更直观地说明这一点，我们在 Fashion-MNIST 数据集上训练了一个自编码器。
训练损失曲线如图 3.26 所示，模型在训练集和验证集上的重构效果都相当不错。图 3.27(a) 展
示了 Fashion-MNIST 中的一张手写数字 5 的图像，图 3.27(b) 则是自编码器对其进行重构后
的结果。然而，当我们对图 3.27(a) 经过自编码器的编码器得到的隐向量加上均值为 0，标准
差为 5的高斯噪声后，隐向量已不再位于原始数据分布内，此时重构出的图像也不再是手写数
字或者是有意义的照片。

(a) 原图 (b) 自编码器重构图 (c) 扰动图

图 3.27: 自编码器生成和重构效果展示

为了解决上述问题，我们可以转变思路，不再将图片简单地映射为单一的“数值编码”，而是
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将其映射为“分布”。由于是 “分布”映射，我们将编码器和解码器分别记为 qθ(z|x)和 pθ(z|x)。
对于编码器来说，其自然的正向过程是将图片变换为隐变量，而对于解码器来说，其自然的
正向过程是反过来，将隐变量变为图片。因此，在变分自编码器（Variational Auto-Encoder,
VAE）Kingma (2013) 论文中，做了如下三点假设：

• 编码器 qθ(z|x) 假设为一个高斯分布，均值和方差为 µθ 和 σθ 是网络预测的结果，z 从
N (µθ, σ

2
θ) 采样。

• 解码器 pθ(x|z) 假设为一个高斯分布。

• 先验分布: p(z) 为一个标准高斯分布。

回顾一下我们的目标：我们希望在标准正态分布 p(z) 当中随机采样一个样本，并通过经
过解码器 pθ(x|z) 返回一张有意义的图像，且编码器是一个训练解码器的必需品。关键的问题
是，如何同时训练 pθ(z|x) 和 pθ(x|z)，使得解码器 pθ(x|z) 具有我们想要的生成能力？为了
解决这一问题，我们需要考虑以下两个方面：

• 训练的核心目标是最大化对数似然 log(pθ)，但显然这个概率无法直接从我们的三个假设
中获得。于是，我们通过条件概率公式, 有

pθ(x) =
pθ(x|z)p(z)
pθ(z|x)

,

但由于 pθ(z|x) 未知，我们无法直接计算这个积分。因此，在 VAE 中通过构造一个下界
来近似该对数似然。构造的想法是要凑一些熵或者相对熵的形式，因为这些形式可以保
证恒大于 0，因此可以放缩。推导如下：

log pθ(x) = log pθ(x|z)p(z)
pθ(z|x)

(3.36)

注意到 pθ(z|x)是不可知的，只有 pθ(x|z)和 qθ(z|x)是可知的。因此，我们要利用 qθ(z|x)
来构造一个恒大于 0 的量。可以考虑构造关于 qθ(z|x) 和 pθ(z|x) 的相对熵。
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log pθ(x) = Ez∼qθ(z|x) log pθ(x)

= Ez∼qθ(z|x) log
pθ(x|z)p(z)
pθ(z|x)

= Ez∼qθ(z|x) log
pθ(x|z)
qθ(z|x)

qθ(z|x)
pθ(z|x)

p(z)

= Ez∼qθ(z|x)[log
pθ(x|z)
qθ(z|x)

] + Ez∼qθ(z|x)[log
qθ(z|x)
pθ(z|x)

] + Ez∼qθ(z|x)[log p(z)]

= Ez∼qθ(z|x)[log
pθ(x|z)
qθ(z|x)

] +KL[qθ(z|x)|pθ(z|x)] + Ez∼qθ(z|x)[log p(z)]

≥ Ez∼qθ(z|x)[log
pθ(x|z)
qθ(z|x)

] + Ez∼qθ(z|x)[log p(z)],

通过最大化这个下界，我们可以间接优化目标函数，训练解码器以提高其生成能力。于
是，得到了最终的损失函数,

L = Ex

[
−Ez∼qθ(z|x)[log

pθ(x|z)
qθ(z|x)

]− Ez∼qθ(z|x)[log p(z)]
]

= Ex

[
KL(qθ(z|x)|p(z))− Ez∼qθ(z|x)pθ(x|z)

]
.

(3.37)

不妨设 pθ(x|z) 的均值和方差分别为 µθ1
(z) = (µ1

θ1
, ..., µKθ1)，Σ2

θ1
(z) = (σ1

θ1
, ..., σKθ1)，

qθ2(z|x) 的均值和方差分别为 µθ2
(z) = (µ1

θ2
, ..., µMθ2 )，Σ2

θ2
(x) = (σ1

θ2
, ..., σMθ2 )。于是，

L ≃ 1

N

N∑
n=1

M∑
m=1

(
−1 + σmθ2(xn) + µmθ2(xn)− logσmθ2(xn)

)
− 1

N

N∑
n=1

(
Pn∑
j=1

K∑
k=1

(xn − µkθ1(zj))
2

σkθ1(zj)

)
.

(3.38)

注 17. 实际上，细心的同学可能已经注意到，损失函数中的 z 是通过编码器 qθ(z|x)
采样得到的，而直接从该分布中采样的过程是不可微的。为了解决这个问题，V AE 中
采用了重参数化技巧。具体做法是，首先从标准正态分布中采样一个噪声 η，然后通过
z = µθ + σθη 进行变换，从而由链式法则 ∂

∂θ
= ∂

∂z
(∂µθ

∂θ
+ η ∂σθ

∂θ
)。

3.8 习题

1. 数据和模型结构哪个更重要？
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2. 数据量和网络结构有什么关系？

3. 当我们增加深度神经网络规模时，应该增加网络深度还是宽度？

4. 既然有万有逼近定理，模型架构有什么作用？

5. 全连接网络能处理任意结构的数据, 但在处理图像、序列等结构化数据时, 其参数量往往
过大。在处理高维数据时, 我们可以采取哪些措施来减少参数量?

6. 残差网络中的跳跃连接 (Skip Connection) 对缓解梯度消失问题有重要作用。请推导残差
网络中梯度反向传播的公式，并说明该公式如何体现出残差连接有助于梯度传播。

7. DenseNet 的思想是将任意两层进行残差连接，该方法有什么优势和不足？能否将这一想
法用于 Transformer 架构？

8. 为什么残差连接可以看作旋转 90 度的 LSTM？

9. 将数据当中的不变性编码到网络当中有什么好处？

10. 语言数据中有什么不变性吗？

11. 卷积神经网络与初级视皮层有什么相似之处？

12. 归一化在网络的不同位置有什么影响？

13. 卷积运算具有平移等变性, 即 f(g(x, y)) = g(f(x, y)), 其中 f 为卷积运算,g 为平移操作。
请证明这一性质。并思考为什么平移不变性对于图像识别任务是有益的?

14. 给定一个二维卷积层——输出通道为 16、卷积核大小为 3、填充为 1、步长为 5。假设输
入尺寸为 26 × 26 的 RGB 图片，卷积层的输出形状是什么？该卷积层一共有多少参数？

15. 当我们使用带一维卷积的网络进行时间序列任务的预测时，试思考这个模型更容易捕捉
时间序列的趋势还是瞬时的变化？

16. 请从梯度传播的角度说明为什么 RNN 容易出现梯度消失或梯度爆炸问题。

17. LSTM 在 Transformer 之前是使用最广泛的网络架构之一，它是否值得图灵奖？人际关
系是否影响获奖？

18. LSTM 中存在很多组件，比如遗忘门、输入门和输出门，它们的名字是否真正反映出它
们的功能？

19. Transformer 相对 RNN 有什么优势和劣势？它们是如何提取信息的？
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20. 分词（Tokenization）对于文本数据处理有什么意义？对分词方法及其使用的自然语言类
型进行举例说明，请查阅有关资料作答。

21. 不同的分词方法对结果有什么影响？

22. 一定需要分词吗？

23. 为什么 Transformer 需要位置编码，但是 RNN 不需要使用位置编码？

24. 在模型推理阶段，如果文本超过位置编码长度，会有什么影响？

25. Transformer 所使用的正余弦位置编码有什么特点？大模型还有哪些其他的编码方式？请
查阅有关资料作答。

26. Transformer 模块的注意力和全连接各自实现了什么功能？

27. 对于一个已经训练好的 Transformer 架构，如何设计实验分析模型是如何进行逻辑推理
的？

28. 请阐述 Transformer 的多头自注意力相较于单头自注意力的优势及其原因。

29. 自注意力机制可以捕捉序列中任意两个位置之间的依赖关系。对于一个长度为 n 的序列,
自注意力的计算量是多少?Transformer 的计算量是多少? 相比之下 RNN 的计算量又是
多少？

30. KV cache：当我们使用 Transformer 进行推理时，是否推理每一个新的词都需要计算整
个注意力矩阵？哪些中间结果是可以复用的？

31. 当我们在 Transformer 推理阶段使用 KV cache 技术时，推理的计算复杂度和时间复杂
度分别是多少？

32. Flash attention 是当前最流行的计算注意力矩阵的加速算法，请你调研并描述它的原理。

33. Transformer 的解码器使用了自回归 (Auto-Regressive) 的生成方式, 即每次生成一个新
的词, 再将其加入到输入序列中, 直到生成终止符。这种生成方式有什么优点和缺点?

34. 在一些模型架构中，会将 W em 和 W proj 设置为互为转置，试说明这种操作的合理性？以
及是否必要？

35. Transformer 在处理非常长的序列时, 其内存消耗和计算开销会变得很大。请提出一种改
进的 Transformer 结构, 能够更高效地处理长序列。你的设计如何权衡计算效率和建模能
力?
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36. 层归一化（Layer Normalization）在 Transformer中的作用是什么？它与批归一化（Batch
Normalization）有何不同？

37. 如何看待 Transformer 的文章标题为 Attention is all you need？

38. 多模态之间的特征如何融合？

39. 有没有办法定义不同数据之间的复杂度？

40. 粗略地说，卷积网络是图像数据的原生架构，Transformer 是语言数据的原生架构，那么
视频数据应该用什么样的原生架构？

41. 自编码器中的编码器和解码器为什么不合并成一个网络？
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Chapter 4

频率原则

在前面的章节中, 我们介绍了深度学习的一些基本知识, 也指出了理解神经网络这样一个
复杂系统的挑战性。因此, 找到一个合适的切入点去分析神经网络, 对于剖析这个” 黑盒子” 的
内部机制尤为重要。在科学研究中, 人们对复杂系统的探索往往起源于对基本现象的观察和分
析。例如, 在遗传学研究中, 孟德尔选择了相对简单的豌豆作为研究对象, 通过观察豌豆性状的
分离和组合规律, 总结出了遗传的基本定律。这些定律后来被应用于解释更加复杂的生物遗传
现象。再如, 在电磁学研究中, 安培和法拉第等科学家首先研究了相对简单的电场和磁场现象,
发现了电磁感应定律等基本规律。在此基础上, 麦克斯韦进一步将这些规律统一为麦克斯韦方
程，解释了更复杂的电磁现象, 预言了电磁波的存在。
受此启发, 我们在研究神经网络时, 也可以先从一些非常简单的问题入手, 通过在简单模型

中观察、分析、总结规律, 再尝试将这些认识推广到更加复杂的神经网络中。当然, 这种推广
需要谨慎, 并非所有从简单模型中得到的结论都能直接应用于复杂模型。但这种研究方法可以
帮助我们抓住问题的关键, 为进一步探索复杂网络提供有益的思路和启发。基于上述考虑, 在
神经网络的实验探究过程中, 我们选择从最简单的拟合一维函数的问题开始进行研究。一方面,
一维问题结构简单、直观, 便于观察分析网络的特性; 另一方面, 很多神经网络的基本特性, 如
学习过程的非线性、在常规设定下不易过拟合等, 在一维问题中就已经能够得到充分的体现。
通过对一维问题的研究, 我们可以初步认识神经网络的一些重要特点, 为进一步探索更加复杂
的网络打下基础。因此, 在本节中, 我们将基于一维问题展开讨论, 通过具体的实例来向读者展
示神经网络在学习过程中的一般规律。
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科普篇

什么是神经网络的频率原则？

神经网络的频率原则（Frequency Principle，F-Principle），也常被称为谱偏差（spectral
bias），是近年来深度学习领域的一个重要发现。该原则描述了神经网络在学习过程中呈现出
的一种特定模式：倾向于先学习数据中的低频信息，随后逐步过渡到高频信息的学习。这一原
则为我们理解神经网络的优化过程和性能提供了新的视角。

什么是频率？

在信号处理和数据分析中，频率指的是信号或数据在时间或空间维度上变化的快慢程度。
从数学角度来看，低频成分代表变化缓慢的整体趋势或模式，而高频成分则对应变化迅速的细
节和局部特征。例如，一个平滑的曲线主要包含低频成分，而具有尖锐变化的波形则包含较多
的高频成分。

频率原则的内涵是什么？

频率原则揭示了神经网络在训练过程中的一个重要特性：网络倾向于先学习和拟合数据中
的低频信息，随后逐渐捕捉和适应高频信息。这一过程可以分为以下几个阶段：

• 初始阶段：在训练的早期，神经网络主要学习数据中的低频成分，即整体趋势和主要模
式。此时，网络参数对数据的宏观变化较为敏感。

• 中间阶段：随着训练的进行，网络开始捕捉更多的细节信息，这些信息通常包含在中频
成分中。此阶段，网络的预测能力逐渐提高，表现出更精细的特征识别能力。

• 后期阶段：在训练的后期，网络能够学习到高频成分，这些成分可能包含数据中的微小
变化和噪声。此时，网络在处理高频信息时表现出对细微模式和异常点的敏感性。

频率原则有何重要性？

频率原则的发现对深度学习研究和应用具有多方面的重要意义：

• 理解泛化能力：通过先学习低频信息，神经网络可以构建一个相对平滑的基础模型，有
助于减少过拟合风险。过拟合是指模型在训练数据上表现优异，但在新数据上泛化性能
较差的现象。

• 深化学习机制理解：频率原则为研究人员提供了一个新的角度来解析神经网络的学习机
制，有助于改进现有的训练方法和模型架构设计，以提升高频学习的效率。
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图 4.1: 不同规模的深度神经网络（DNN）学习到的函数输出。

频率原则对于实际有何指导？

在实际应用中，对频率原则的理解可以帮助我们：

• 优化训练策略，如提前停止等。

• 设计更有效的特征提取方法，兼顾低频和高频信息的捕捉。

4.1 频率原则的低维实验

在本节中，我们会通过一些简单的实验介绍神经网络在训练过程中的一种隐式偏好–频率
原则。

4.1.1 神经网络的“光滑”偏好

一维问题的一个优点在于，我们可以直接观察神经网络输出函数（即其“输入-输出”映
射）的图像，直观认识输出函数的整体性质，如光滑度、拟合误差。我们观察了不同深度网络
模型的学习结果，如图4.1所示，黑色点表示从目标函数 sin(x)中采样的训练数据。不同颜色的
线代表不同规模神经网络的函数输出，它们的一个显著特点是在训练数据点间形成光滑连线。
这种神经网络对于光滑函数的 “隐式” 偏好引发了我们的好奇：为什么在拟合过程中，不同规
模的神经网络都会倾向于学到光滑的函数？
为了探究神经网络对训练点的光滑拟合是怎么产生的，我们对其训练的全过程进行追踪。

我们构造了一个由光滑的低频函数 sin(x) 和振荡剧烈的高频函数 sin(5x) 叠加而成的目标函
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数，并在目标函数中采点进行拟合。如图4.2所示, 蓝色虚线表示目标函数 sin(x) + sin(5x)，红
色实线表示网络在该训练步数（t = 1, 2000, 10000）时神经网络的输出。在训练的前期（2000
步时），神经网络学到的曲线基本与目标函数中 sin(x) 分量非常靠近, 而没有拟合剧烈振荡部
分。由此，我们对神经网络的学习过程产生了以下直观感受: 神经网络往往先快速捕捉到训练
集的整体轮廓, 而后经过较长时间的训练, 才开始逐步拟合更多的细节信息。同时，在 sin(x)
分量拟合好的位置，在 loss 图中可以看到明显的损失停滞现象。

(a) loss (b) model output

图 4.2: 深度神经网络（DNN）训练过程的示意图

在分类问题中, 目标函数通常是离散的，在不同的自变量取值范围内函数值为一个常数。
为了研究神经网络拟合这类函数的过程, 我们构造了如图4.3中红色实线所示的目标函数。其中
蓝色虚线表示目标函数，红色实线表示网络在该训练步数（t = 0, 1000, 10000）时神经网络的
输出。可以发现神经网络首先捕捉了低频成分，得到了形如三角函数的输出，然后开始捕捉到
目标函数的高频特性，逐渐学到目标函数中的“台阶”部分。这个函数是一个周期性的跳跃函
数, 其输出只有三个离散值, 可以类比为三个不同的类别标签。为了简化问题, 我们没有使用常
见的交叉熵损失函数, 而是采用了均方误差作为损失函数，将问题当作回归任务来处理。为了
更清晰地观察神经网络拟合（高频）跳跃的过程,我们使用了非常密集的数据点,以确保训练数
据能尽可能保留目标函数中的高频信息。从图中可以看出, 神经网络在训练过程中呈现出有规
律的学习模式。首先, 网络快速学习并捕捉到了数据的整体轮廓。随后, 网络开始逐步学习数
据的细节信息, 慢慢捕捉到那些跳跃变化的部分。最终, 网络输出逐渐逼近了真实的目标函数。
这个实验再次展示了神经网络先整体后局部的学习规律。尽管目标函数是非连续的跳跃函数,
但网络仍然能够通过回归的方式来逼近它。事实上，当时选择这类非连续的跳跃函数是一种偶
然。但回顾来看，利用这种非连续跳跃的目标函数来观察神经网络的训练过程却很有好处：在
频率空间，这个函数由多个频率不同的谐波构成，容易观察不同频率成分收敛速率的差异。
在二维拟合任务中, 我们同样可以观察到神经网络优先学习整体轮廓的特性。以拟合二维

图像为例, 一张黑白照片实际上可以看作一个二维函数, 其自变量为像素坐标, 因变量为对应位
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(a) loss (b) model output

图 4.3: 深度神经网络（DNN）训练过程的示意图。

置的灰度值。如果一个神经网络完全记住了这张图片, 我们可以将每个像素坐标依次输入到网
络中, 得到对应位置的灰度值输出, 最后将它们拼合起来就可以还原出原图。对于彩色图片, 由
于有红、绿、蓝三个通道 (RGB), 我们可以使用一个具有两维输入和三维输出的神经网络来拟
合。
图4.4展示了使用全连接网络拟合一张图片的训练过程, 其中训练点为原图中奇数列像素

点, 并观察模型在奇数列（训练数据）以及偶数列（测试数据）上的模型输出。我们发现, 在训
练步数为 20000 时, 网络只能捕捉到图中猫的大致位置信息; 当步数达到 50000 时, 面部等轮
廓信息已经基本还原; 直到训练步数达到 1000000, 网络才能够捕捉到毛发等细节, 对整张图片
有了较为完整的还原。通过观察这个训练过程, 我们可以看出神经网络在学习二维图像时并非
先记住某一部分再去记另一部分, 而是先学习到一个模糊的整体轮廓, 再逐步添加细节信息, 最
终得到清晰完整的图像。这表明, 神经网络的学习过程并非毫无章法的“死记硬背”，而是遵循
先整体后局部的原则。

图 4.4: 神经网络拟合图像的过程

进一步，我们也可以用神经网络来重构三维物体。比如给一堆点云数据，也就是一个物体
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的三维坐标和强度值，神经网络的拟合过程与上述例子相似。它往往能快速拟合物体的轮廓，
但在较少的训练轮次内很难重构细节部分。
神经网络的这种先整体后局部的学习模式, 与我们人类认识陌生事物的过程颇为类似。当

我们接触一个新事物时, 往往也是先掌握其大致轮廓, 再逐步了解更多细节。这种从简单变复
杂的拟合训练数据的过程, 为我们理解神经网络提供了一个有趣的视角。然而, 要想更加精细、
定量地分析这个过程，我们还需要将轮廓和细节这样的直观描述转化为可实验观测的量。
频率原则指出神经网络在学习低频的速度相比高频快很多，既表明它在学习低频的优势，

也指出其在学习高频时的困难，比如求解微分方程或者重构高清图像时，高频细节常常很重要。
对于这些问题，一般的神经网络学习就很困难。在频率原则的启发下，许多相关的算法被提出
来提升高频的学习，并得到广泛的应用，比如 PhaseDNN Cai et al. (2020)，多尺度神经网络
（MscaleDNN）Liu et al. (2020)，傅里叶特征网络 Tancik et al. (2020)，神经辐射场 Mildenhall
et al. (2020)，隐式神经网络表示 Sitzmann et al. (2020) 等。后面的章节会有进一步的介绍。

4.1.2 频率和傅里叶变换

通过前面的分析, 我们大致总结出神经网络学习的一般规律, 即先学习轮廓，再学习细节。
为了定量地比较模型学习轮廓和细节的速度, 我们需要引入一个量来刻画神经网络在学习过程
中对轮廓和细节的捕捉程度。在数学上, 描述 “轮廓” 与 “细节” 的一种常用方法就是频率。直
观地说, 一个函数如果变化平缓, 我们称之为低频函数; 反之, 如果函数变化剧烈, 我们称之为
高频函数。
为了定量刻画一个函数的频率特性, 我们通常采用傅里叶变换。傅里叶变换的核心思想是,

绝大多数函数都可以表示为不同频率的正弦函数和余弦函数的叠加。这里简单介绍傅里叶变换
（更多的介绍请见附录）：

连续傅里叶变换 (Continuous Fourier Transform, CFT)：考虑函数 g(x) 从时域 x

空间到频率 ξ 空间的变换：

F [g(x)](ξ) =
∫ ∞

−∞
g(x)e−2πiξxdx, (4.1)

这实际上是一种内积的形式。注意到两个函数的内积，< u(x), v(x) >=
∫
uv̄dx，后一个函数

v(x) 需要取共轭，因此，傅里叶变换是将 g(x) 投影到 e2πiξx 的方向上, 也就是分解到了基函
数 sin 和 cos 上（因为 e2πiξx = cos(2πξx) + i sin(2πξx)）。如果 g(x) 是一个低频平坦的函数,
那么其在低频方向上的投影分量将占主导; 反之, 如果 g(x) 是一个高频振荡的函数, 那么其在
高频方向上的投影分量将更为显著。
与之对应，我们也给出傅里叶逆变换的公式：
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连续傅里叶逆变换 (Continuous Inverse Fourier Transform, CIFT)：考虑函数 ĝ(ξ)

从频率 ξ 空间到时域 x 空间的变换：

F−1[ĝ(ξ)](x) =

∫ ∞

−∞
ĝ(ξ)e2πiξxdξ. (4.2)

为了直观展示傅里叶变换的效果, 我们以一张猫的图像为例。通过对图像进行傅里叶变换,
我们可以将其分解为不同频率的成分, 从而有效地区分出图像中的高频和低频信息。如图4.5所
示, 傅里叶变换后的低频成分刻画了图像的整体轮廓和基本形状, 体现了图像的整体结构; 而高
频成分则对应着图像中的细节信息,如猫的毛发、眼睛等纹理和边缘特征。通过傅里叶变换,我
们可以将一个函数分解为不同频率的成分, 从而深入理解其在频域上的特性。这一工具为分析
神经网络的学习行为提供了新的视角。

图 4.5: 图像傅里叶变换后分离出不同的频率成分

下面,我们将进一步利用频率这一视角,观察模型学习高频和低频成分的相对速度差异。通
过比较模型在不同频率上的学习速度, 我们可以对神经网络在训练过程中的 “光滑” 偏好开展
定量的实验研究。
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4.1.3 频率原则

在上一节中, 我们引入了傅里叶变换这一强大的数学工具, 使我们能够定量地研究神经网
络在学习过程中对不同频率成分的拟合速度。在本章中, 我们将展示神经网络在频域上的训练
过程。从中，我们归纳出其训练过程的一个重要特征, 即:

频率原则: 神经网络常常会以从低频到高频的顺序拟合训练数据。
如图4.6所示，我们对图4.3中对应步数的目标函数及模型输出进行傅里叶变换，观察模型

在频域空间的学习过程。蓝色的实线为目标函数的频率分布，红色的虚线为这个时刻神经网络
拟合结果的频率分布，从左到右训练步数逐渐增加。从频域上的结果可以更直观地看出神经网
络首先学习了数据的低频成分，然后随着训练步数的增多，学到了数据的高频成分。通过分析
变换结果, 我们发现了一个有趣的现象: 深度神经网络 (DNN) 在拟合函数时, 往往首先学习到
低频成分, 而高频成分则需要更长的训练时间才能被有效捕捉。随着训练的进行, 神经网络逐
渐学习到越来越多的高频细节, 最终实现对整个函数的精确拟合。我们将这一现象总结为神经
网络训练过程的 “频率原则”。

图 4.6: 神经网络输出的频率分布随时间的变化过程

根据频率原则，神经网络常常会以从低频到高频的顺序拟合训练数据。值得注意的是, 当
训练数据的所有频率成分都被捕捉时, 训练误差将降为零, 训练终止。因此，神经网络的拟合
结果所包含的最高频率一般不会超过训练数据的最高频率。这也直观解释了我们此前的实验具
体的图标记出来，即神经网络总是用比较光滑的函数拟合训练数据。
然而, 细心的读者可能会发现, 上述实验还存在一些缺陷, 不足以确定不同成分的训练速度

差异是由其频率高低引起的。具体来说，在图4.6中, 我们观察到随着频率的增加, 相应的幅值
也在下降。因此，对上述现象另一种可能的解释是幅值大小决定了不同频率成分的训练速度。
为了确定频率和幅值谁才是影响训练速度的关键因素，
我们针对性地设计了一个控制变量实验, 观察神经网络拟合具有同幅值不同频率成分的目

标函数的训练过程。我们选择目标函数 f(x) = sin(x)+ sin(3x)+ sin(5x),其中各频率成分的幅
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值均为 1。实验结果如图4.7所示,左图展示了目标函数,中图展示了目标函数及模型输出在频域
空间分布，右图展示了不同频率成分下神经网络拟合结果的相对误差 ∆F (k) =

∣∣∣ĥk − f̂k∣∣∣ / ∣∣∣f̂k∣∣∣
随训练步数的演化（其中，ĥk 和 f̂k 分别代表模型输出和真实值）。如中间图像所示，我们只
考虑频率分布中的峰值位置，以避免数值计算导致的频率振幅的不准确。从图中可以看出, 即
使在幅值相同的情况下, 低频成分依然表现出快得多的收敛速度。这帮助我们确定了频率是影
响收敛速度的核心要素。

图 4.7: 控制目标函数幅值相同的一维数据实验

以上多个实验结果验证了频率原则是一种广泛存在的现象。事实上，这种低频优先的定性
特征对神经网络具体的结构、激活函数、损失函数等因素并不敏感，是神经网络训练过程的一
般规律。这一现象为我们理解神经网络的训练和泛化提供了新的视角。下面, 我们将对此进行
深入探讨。

4.2 从频率原则理解神经网络

首先需要指出的是, 任何算法不可能在所有数据集上都有好的泛化能力。这就是前文介绍
的没有免费午餐定理所揭示的事实。因此, 深入理解模型的学习过程, 并设法使其符合任务需
求, 是机器学习研究中的重要课题。频率原则为我们提供了一个新的角度来审视神经网络的学
习行为。基于频率原则, 我们可以更好地理解神经网络在不同任务中的表现。在接下来的章节
中, 我们将进一步探讨频率原则在神经网络优化、泛化理论以及新模型设计等方面的应用, 展
示其在深度学习研究中的重要价值。
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4.2.1 实验理解：频率原则的必要性

一维实验

为了直观理解频率原则的重要性, 我们考虑用一个全连接神经网络来拟合函数 sin(x) +
sin(3x) + sin(5x)。在这个例子中, 我们选择带参数 a 的 Ricker 函数 (如图4.8）作为激活函数:

σ(x) =
1

15a
π1/4

(
1−

(x
a

)2)
exp

(
−1

2

(x
a

)2)
. (4.3)

通过调节参数 a 的大小, 我们可以控制神经网络对高频和低频成分的拟合速度。a 越大，网络
对低频成分的拟合速度越快。

(a) spatial domain (b) frequency domain

图 4.8: Ricker 激活函数示意图

图4.9展示了不同 a 值下神经网络的拟合效果。在图4.9第一行, 我们选择一个较小的 a 值,
使得高频和低频成分的拟合速度相近, 即频率原则不再显著。此时, 尽管网络能够完美地拟合
训练点, 但在测试点上的输出出现了明显的振荡, 与真实值差异较大。这表明网络过度拟合了
训练数据,导致泛化能力下降。然而，我们可以观察到，在初始化阶段，模型已经有了一定的高
频成分，这有可能对拟合结果中的高频振荡有直接的贡献。因此，我们目前还不能确定过拟合
和频率原则不显著之间的关系。为了排除振荡的初始函数对训练结果的影响，我们通过一个常
用技巧——antisymmetrical initialization (ASI) Zhang et al. (2020) 来控制初始输出函数为 0
函数。具体而言，ASI 通过生成两个独立且初始化参数完全一致的子网络，并将两个网络的差
作为模型的输出。这个技巧可以有效地确保使用不同激活函数的模型初始频率分布的一致性。
在图4.9第二行, 我们选择一个较小的 a 值的同时，通过 ASI 控制模型输出为 0，容易观察到，
此时模型的拟合过程仍然不遵循频率原则，且模型的泛化能力依然较差。而在图4.9的第三行,
我们选取一个较大的 a 值, 使得网络对低频成分的拟合速度更快。在这种情况下, 尽管网络在
训练点上的拟合并不完美, 但在测试点上的输出与真实值非常接近。这说明网络很好地捕捉到
了函数的整体结构, 实现了良好的泛化性能。同理，对于激活函数 σ(x) = sin(ax)，我们可以
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(a) a=0.1, without ASI trick

(b) a=0.1, with ASI trick

(c) a=0.3, with ASI trick

图 4.9: 不同的 Ricker 激活函数下神经网络拟合情况

通过修改 a 的值来改变激活函数的频率分布。如图4.10所示，对于较大的 a，频率原则会被削
弱甚至消失，此时模型将会表现出差的泛化性。
从这两个简单的例子中, 我们已经可以认识到频率原则的重要性。当频率原则不成立时,

即网络没有表现出明显的低频偏好时, 拟合得到的模型输出往往包含大量高频振荡成分, 这通
常意味着较差的泛化性能。

132



(a) a=10, without ASI trick

(b) a=10, with ASI trick

(c) a=1, with ASI trick

图 4.10: 激活函数 σ(x) = sin(ax) 下神经网络拟合情况

二维实验

对于二维甚至真实世界的数据, 同样也存在类似的现象。在二维实验中，我们采用大初始
化来破坏频率原则。如图4.11所示, 当我们只使用图像的奇数列像素点, 并采用较大的初始化权
重进行训练时, 虽然在训练集上能够很好地拟合这些像素点, 但是当我们把所有像素点都输入
到训练好的网络中进行测试时, 结果却变得面目全非。将测试输出沿着 x 方向绘制成曲线, 可
以发现其中包含了大量的高频振荡。产生这种现象的原因与前面的一维实验类似, 即高频拟合
速率增大，使得模型在拟合低频的同时，学习到很多高频噪声。
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(a) output (b) output on training data (c) output on all data

图 4.11: 初始化权重较大的二维图片拟合实验

4.2.2 Early-stopping 的频率角度理解

在实际应用神经网络时, 人们经常发现将训练误差降到最低并不一定是最优策略。在训
练过程中, 我们通常观察到训练误差会持续下降, 但测试误差却呈现先下降后上升的趋势。
图4.12展示了一个典型的例子, 其中我们用神经网络拟合带有噪声的蓝色虚线（图 b）。图
（a）显示, 随着训练的进行, 训练误差 (蓝色曲线) 不断下降, 但测试误差 (红色曲线) 先下降后
上升。显然, 在这个例子中, 我们需要在测试误差最低点 (黑色虚线处) 提前停止训练, 以避免
过拟合。
为了理解 early-stopping 在这个例子中的有效性, 我们首先观察在黑色虚线处神经网络的

输出情况。从图（b）的蓝色曲线可以看出, 此时神经网络的输出是一条平滑的正弦曲线。事实
上, 我们的数据正是从 sin(x) 函数加上噪声采样得到的。而在训练末态，如图（c）所示，神经
网络拟合到高频噪声信息，模型产生过拟合。接下来, 我们在频域中检验此时神经网络的拟合
效果。
图4.12(d) 展示了没有噪声的真实数据在频域中的幅度谱（蓝色虚线）。现在我们观察神经

网络在训练集和测试集上的频域表现。选取图（a）中黑色虚线所示的时刻（图（d）中红色实
线）, 我们发现此时神经网络输出的低频部分与真实数据吻合得很好, 而高频部分的幅度仍然
较小。这得益于神经网络的频率原则, 即网络倾向于先学习低频成分。在这个时刻, 网络尚未
拟合被噪声严重影响的高频部分, 因此没有出现明显的过拟合现象。而在训练末端（图（d）中
绿色点线），则对高频成分进行拟合，从而发生过拟合。
在许多真实数据中, 噪声对高频成分的影响往往更大。对于这类数据, 频率原则使得神经

网络优先学习信噪比高的低频信号, 这恰恰是数据的主要特征。采用 early-stopping 技巧可以
有效防止神经网络过度拟合噪声主导的高频成分, 从而避免严重的过拟合问题。
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图 4.12: 神经网络拟合带噪声的数据实验

4.2.3 神经网络的优势与局限

之前在探讨泛化问题时, 我们提到过参数化的神经网络不容易发生过拟合这一著名的泛化
谜团。事实上, 根据没有免费午餐定理, 这个泛化谜团是针对某类特定的数据, 如图像分类识别
等任务。从频率原则可知, 神经网络具有低频偏好, 那么这些可以被很好泛化的数据是否本身
也有低频主导的特性呢? 我们是否可以找到一些高频主导的数据, 证明神经网络在这类数据中
无法很好地泛化? 在这一小节中, 我们将通过对几类数据的频域分析来验证这些猜想。
图4.13展示了 CIFAR10 主成分方向上进行傅里叶变换的结果（具体做法请见下一节）。红

色线由训练集计算得到, 蓝色虚线是测试集加上训练集的结果, 绿色虚线是神经网络输出在训
练点和测试点上做傅里叶变换的结果, 这里选择的是真实数据集中的主成分方向。可以发现,
在低频占优的数据集上, 神经网络拟合结果对低频信息拟合很好, 高频成分的幅值很小, 所以即
便高频没有拟合好也不会造成特别大的误差。

(a) CIFAR10 (b) 奇偶函数

图 4.13: 神经网络拟合真实数据
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现在考虑一个高频占优的数据集: 定义一个 d 维空间中的函数, 对于每个维度只取 1 或
−1, 即 x = (x1, · · · , xd) ∈ {−1, 1}d, 函数为 f(x) =

∏d
j=1 xj。当所有维度中取了偶数个 −1

时,f(x) 的值为 1; 如果取了奇数个 −1, 函数值为 −1。这个函数被称为奇偶函数, 经常被用来
做智商测试。一旦发现输出只依赖于 −1 的数目, 就很容易预测其它点的值。以 d = 10 为例,
这个函数只定义在 210 = 1024 个点上。如果我们只给其中 200 个数据点作为训练集, 并将其余
数据点作为测试集。神经网络可以在训练集上准确地预测每一个点的输出, 或者说能够记住所
有训练点对应的输出, 但在测试点上, 它的准确率却始终在 50% 左右。可见在这个例子中, 人
工智能表现得是多么不智能! 同样地, 我们用频率空间来分析一下这个例子。
对这个函数做离散傅里叶变换：

1

2d

∑
x∈Ω

d∏
j=1

xje−i2πk·x = (−i)d
d∏
j=1

sin 2πkj . (4.4)

我们将这个变换的曲线展示在图4.13(b) 的蓝线上。当频率 k 变大时，它的幅度也慢慢增
长，说明这是一组高频占优的数据。当我们采样不完整时，训练集做离散傅里叶变换的结果由
红线表示。显然，在幅度较小的低频部分，它与真实频谱有明显区别。事实上，由于采样不足，
会导致训练数据产生一些假的低频（频率混叠效应）。
现在用神经网络对这个函数进行拟合，可以发现神经网络会产生很多假的低频。也就是

说，对于未知标签的数据，神经网络倾向于用低频来拟合，导致神经网络学习到的高频比真实
数据的高频要少很多。因此，神经网络的频谱（绿色虚线）与真实数据的频谱完全不一样，这
也解释了为什么神经网络完全无法在奇偶函数上做出好的预测。

4.3 习题

1. 什么是频率原则？请给出其定义。

2. 频率原则对于理解神经网络的训练和泛化有什么启示？

3. 设计一个实验来验证频率原则。描述实验的设置、使用的数据集、网络结构以及如何分
析实验结果。

4. Early-stopping是一种常用的正则化技巧，可以防止神经网络过拟合噪声。在本章给出的
例子中，Early-stopping 是如何起作用的？请从频率的角度进行解释。

5. 能否通过监测频域误差（而非时域误差）动态确定 Early-stopping 时机？
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6. 请举例说明一类高频主导的函数。对于这类函数,标准的神经网络是否能够很好地拟合和
泛化？

7. 频率原则是不是神经网络特有的？

8. 什么是 ASI 技术？

9. 图像分类问题中，频率原则研究的频率中高频指什么？

10. 网络深度会影响频率原则么？

11. 如何构造违反频率原则的例子？

12. 优化算法如何影响频率原则？

13. 损失函数中如果有输出对输入的导数，如何影响频率原则？

14. 初始化对神经网络泛化有什么影响？

15. 对于高维数据，如果直接使用傅立叶变换计算量太大，有没有别的方法计算低频和高频？

16. 基于频率原则，能否设计一些新的技巧加速网络训练？

17. 基于频率原则，能否设计数据预处理方法加速网络训练？

18. 由于频率原则的存在，数据采样不足会对神经网络训练有什么影响？

19. 频率原则能否解释神经网络对噪声的鲁棒性？

20. 均方误差（MSE）与交叉熵损失下频率原则的表现是否一致？
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Chapter 5

基于频率原则设计高效神经网络

在许多科学和工程问题中，频域上的多尺度现象是十分常见的。例如，在图像处理中，一
张图像往往既包含物体内部色彩变化平滑的低频区域，也包含物体边缘、细节、纹理这一类变
化突兀的高频成分；在微分方程求解问题中，许多方程的解是由不同频率尺度的周期函数复合
得到的。而根据前面章节提到的频率原则，一般的神经网络结构在训练过程中对低频信息的收
敛速度较快，而对高频信息的收敛速度相对较慢，这使得其在真实问题的应用中往往面临着高
频训练困难的问题。因此，我们有必要设计合适的网络架构来提升神经网络的高频收敛速度，
以应对真实应用场景中的多尺度问题。
近年来，频率视角在神经网络优化中得到了越来越多的关注。研究人员从模型架构、求解

策略、特征表示等多个层面入手，提出了一系列基于频率分析的改进方法，显著提升了神经网
络处理多尺度问题的能力。例如，在计算机视觉领域，通过引入多尺度特征提取模块，网络能
够更好地捕捉不同尺度下的物体信息，在图像分类、目标检测等任务上取得了显著的性能提
升。在科学计算领域，通过设计多尺度神经网络结构能够更高效地求解多尺度偏微分方程，极
大地拓展了其应用范围。可以预见，频率视角与神经网络的结合仍大有可为。
本章将聚焦于一些重要的基于频率原则设计的高效神经网络，如多尺度神经网络、神经辐

射场、Fourier 特征网络等。我们希望通过介绍这些模型的思想原理、方法和测试效果，进一
步说明频率原则的重要性，启发读者有更多相关的思考。
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科普篇

频率原则会给神经网络训练带来哪些影响？

神经网络在训练过程中对低频信息的收敛速度通常较快，对高频信息（如图像中的细节和
边缘）的收敛速度较慢，导致模型在捕捉复杂特征和细节时表现较差。

在实际问题中存在哪些频域多尺度现象？

在实际的科学和工程问题中，频域上的多尺度现象非常普遍。在图像处理中，一张图片通
常包含不同频率的成分：低频成分包括图像中的大面积平滑区域，如天空或墙壁，表现为缓慢
变化的色彩；高频成分包括图像中的细节和边缘，如物体的轮廓和纹理，表现为快速变化的像
素值。在气候模型中，多尺度现象涵盖了从几天到几百年的不同时间尺度，其中季节变化和年
际变化属于低频变化，而天气变化和短期气象事件则属于高频变化。在声音信号处理中，低频
成分通常对应声音的基音和大部分能量所在的区域，如音乐中的低音；高频成分则对应声音的
细节和质感，如乐器的谐波和人声的清晰度。生物医学信号如心电图（ECG）或脑电图（EEG）
也显示出多尺度现象：低频成分反映心脏或大脑的整体活动趋势；高频成分反映快速变化的电
生理事件，如心跳或神经放电。通过这些例子可以看出，理解和处理频域上的多尺度现象对分
析和解决实际问题至关重要。

在已有的工作中，研究人员通过哪些方法缓解神经网络的“高频困难”？

研究人员从模型架构、求解策略、特征表示等多个层面入手，提出了一系列基于频率分析
的改进方法，显著提升了神经网络处理多尺度问题的能力。

5.1 多尺度神经网络结构

基于神经网络在低频收敛快而高频收敛慢的特点，一种很自然的想法是将高频数据转换为
低频数据，以加快训练速度。基于这个想法，PhaseDNN Cai et al. (2020) 在各个维度上频率
打网格，然后把每个网格上的频率变换到低频。但通过各个维度的操作会面临维数灾难，使其
对高维问题难以处理。那么，如何在高维问题实现这种转换呢？我们可以观察图5.1中的两张
子图，其中左图的震荡明显比右图剧烈。要将左图转换为右图，只需对坐标进行简单的拉伸即
可。这个简单想法的合理性也能由傅里叶变换的放缩性质得到验证：

F(f(kx))(ζ) = 1

|k|
f̂(
ζ

k
). (5.1)
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在一般问题中，我们通常无法预先知道原始数据的频率信息，也无法确定究竟要做多少尺度
的拉伸。为了解决这个问题，我们可以提供多种尺度通道，让神经网络自主选择适合的频率变
换。这样，即使我们不知道数据的具体频率，神经网络也能自适应地调整，以适应不同频率的
信息。基于这样的想法，Liu et al. (2020) 设计了多尺度神经网络，通过对网络输入作伸缩变
换，缓解网络的高频学习困难。

图 5.1: 通过拉伸将高频变为低频。

5.1.1 结构介绍

(a) MscaleDNN-1 (b) MscaleDNN-2

图 5.2: 两类多尺度神经网络结构。摘自Liu et al. (2020)。

为了实现多尺度神经网络，我们将第一个隐藏层的神经元分解为 A 个部分。第 i 部分的
神经元的输入是 ix，也就是说它对应的输出是 σ(iw · x+ b), 这里 w、x、b 分别对应着权重，
输入和偏差项。完整的 MscaleDNNs 是如下定义的，

h(x) = WLσ ◦ (WL−1σ ◦ (· · ·σ ◦ (W1σ ◦ (K ⊙W0x+ b0) + b1) · · · ) + bL−1), (5.2)
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这里 x ∈ Rd, Wl ∈ Rnl+1×nl , nl 是第 l 个隐藏层的神经元数目, n0 = d, bl ∈ Rnl+1 , σ 表示网
络的激活函数，◦ 代表逐元素操作, ⊙ 指哈达玛乘积（对应位置逐元素相乘），

K = (1, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
1st part

, 1, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
2nd part

, 2, · · · , i−1, i, i, · · · , i︸ ︷︷ ︸
(i+1)th part

, i+1, · · · , A− 1, A− 1, · · · , A− 1︸ ︷︷ ︸
Ath part

)T . (5.3)

图5.2展示了两种常见的多尺度网络结构。结构 (a) 将普通全连接网络的第一个隐藏层的每一
个神经元加一个系数。第二种结构由不同尺度的小网络组成，由于子网络之间没有相互连接，
因此，参数数目远比第一种网络要少。
注意，如果只用一个非常大的尺度把函数拉到非常低的频率，看起来好像变低频了，但实

际上神经网络仍然很难学好，一方面是因为神经网络可能有学习最快的特定频率，太低频反而
学不快。另一方面，这种统一的拉伸，会使问题仍然是有多尺度的，不同尺度的学习会互相竞
争，使学习速度变慢。我们提供给网络多种尺度，在梯度下降等算法中，期待网络会选择最快
学习的一条路径来更新输出，达到最优的速度。下一子节的例子在实验上，验证了不同拉伸的
部分确实学习到不同频率的部分。
接下来，我们看一下多孔二维的例子来验证多尺度网络的可行性，来源于Liu et al. (2020)。

考虑带有如下源项的泊松方程：

f(x) = 2µ2 sinµx1 sinµx2, µ = 7π. (5.4)

精确解为
u(x) = sinµx1 sinµx2. (5.5)

我们同样利用精确解来设定边界条件。采样和神经网络结构和前面的一样。通过这样的结构去
参数化方程，损失共有两部分，第一部分为方程残差项 Leq，采用方程的能量作为该部分损失；
第二部分 Lbd 为方程的边界损失。损失函数形式如下：

Lsum = Leq + Lbd, (5.6)

具体可以参考 A13 部分关于神经网络解偏微分方程的内容。如图5.3所示，多尺度神经网络可
以准确地抓住精确解中的振荡。

5.1.2 基于子空间分解的神经网络

Li et al. (2023) 提出了基于子空间分解的神经网络 (Subspace Decomposition based DNN
, SD2DNN) 架构，如图 5.4所示。该架构由两部分组成：第一部分是一个用于捕获多尺度解中
平滑分量的低频 MscaleDNN 子模块或一个普通的全连接神经网络；第二部分为一个或多个用
于捕获多尺度解中振荡分量的高频 MscaleDNN 子模块。为了分离解的平滑和振荡分量，损失
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(a) 精确解 (b) 正常神经网络 (c) MscaleDNN

图 5.3: 多孔二维的例子。图片来源于Liu et al. (2020)。

函数中增加了一个正交惩罚项，强制不同尺度子空间之间保持正交性。这个工作使用了如下形
式的激活函数 σ(z) = s[cos(z), sin(z)]，其中，s ∈ (0, 1] 是一个用于控制输出范围的松弛参数，
文中 s 设置为 0.5。

图 5.4: SD2DNN 架构图，引用自Li et al. (2023)

为了验证所提出架构的有效性，文章给出了如下一维椭圆方程的例子：{
− div (A(x)∇u(x)) = f(x), x ∈ [0, 1],

u(0) = u(1) = 0,
(5.7)

其中，系数 A(x) 具有三种尺度 O(1),O(ε1),O(ε2)，1≫ ε1 = 0.1≫ ε2 = 0.01，具体形式为：

A(x) =

(
2 + cos

(
2π

x

ϵ1

))(
2 + cos

(
2π

x

ϵ2

))
, (5.8)
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此时，方程(5.7)的解析解为:

u(x) = x− x2 + ϵ1
4π

sin
(
2π

x

ϵ1

)
+
ϵ2
4π

sin
(
2π

x

ϵ2

)
. (5.9)

文章在这个例子上采用了一种记为 SD2DNN2的架构，其中第一部分采用一个低频MscaleDNN
模块（没有添加额外的拉伸尺度），第二部分由一个中频 MscaleDNN 和一个高频 MscaleDNN
组成（中频添加的拉伸尺度数值小于高频）。三个网络的输出和用来逼近目标函数。运用这样
的架构去参数化方程，损失函数共有三部分，第一部分是方程残差项 Leq，采用方程的能量作
为该部分损失，让神经网络输出满足控制方程；第二部分 Lorth 为正交约束的损失，让不同频
率模块的输出尽量正交；第三部分 Lbd 是来自边界的损失，让神经网络满足边界条件。形式如
下：

Lsum = Leq + Lorth + Lbd, (5.10)

具体可以参考 A12 部分关于神经网络解 PDE 的内容。图5.5展示了 SD2DNN2 的三个子模块
学习到的结果。可以看出，各个子模块成功捕获了对应尺度的频率成分，与解析解吻合得很好，
不同尺度部分均得到了很好的重构。

(a) SD2DNN2 低频模块结果 (b) SD2DNN2 中频模块结果 (c) SD2DNN2 高频模块结果

图 5.5: 三尺度一维的例子。图片来源于Li et al. (2023)。

5.2 神经辐射场

神经辐射场 (Neural Radiance Fields, NeRF)Mildenhall et al. (2021)能够从一组图像中学
习并生成高质量的新视图，其视觉质量已达到了当时的最先进 (state-of-the-art) 水平。NeRF
的演示令人印象深刻，启发了许多源自这种新方法的后续研究。在随后的发展中,NeRF在三维
重建、视图合成和虚拟现实等领域得到了广泛应用。NeRF 的论文在提出的四年内引用数已超
过 6400 次（谷歌学术）。
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(a) 真解 (b) 有位置编码预测结果 (c) 无位置编码预测结果

图 5.6: 移除位置编码比较图。图片来源于Mildenhall et al. (2021)。

NeRF 的核心思想是使用神经网络来表示连续的三维空间，并通过体积渲染的方式生
成新视图。在 NeRF 中，位置编码扮演了至关重要的角色。它实际上是采用正余弦函数作
为第一层隐藏层的激活函数。在 NeRF 的原始文章中，作者使用多层全连接神经网络来拟
合神经辐射场。对于输入 x，NeRF 先将每个维度映射到更高维空间，映射函数为 γ(p) =

(sin(20πp), cos(20πp), . . . , sin(2L−1πp), cos(2L−1πp))，其中 p 是 x 的某一维度，L 是一个超参
数。这是一种特殊的多尺度结构，把所有的可训练参数都设为常数，主要是让伸缩尺度起到关
键作用。为了直观展示位置编码的效果, 图5.6给出了 NeRF 有无位置编码时的渲染结果对比。
可以看到, 使用位置编码后,NeRF 生成的图像包含了更多的高频细节, 视觉质量明显提升。这
说明了位置编码对 NeRF 性能的重要性。

5.3 Fourier 特征网络

Tancik et al. (2020) 给出了更一般的 Fourier 特征映射 γ，对于 v ∈ Rd，有:

γ(v) =
[
a1 cos

(
2πb⊤

1 v
)
, a1 sin

(
2πb⊤

1 v
)
, . . . , am cos

(
2πb⊤

mv
)
, am sin

(
2πb⊤

mv
)]⊤

, (5.11)

其中 {bi}是从某个概率分布中采样得到的频率向量。图 5.7中描述了 Fourier特征的模型架构，
以及有无 Fourier 特征的影响，通过对比两行的结果可以发现, 加入 Fourier 特征映射后, 神经
网络生成的图像包含了更丰富的高频细节, 视觉质量得到明显提升。这直观地说明了 Fourier
特征映射能够增强神经网络对高频信号的建模能力。
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图 5.7: Fourier feature架构图以及有无 Fourier feature对模型预测的影响，引用自Tancik et al.
(2020)

5.4 更多

有许多神经网络算法的工作设计了相应的方法以提升高频的学习，我们这里列一些例子。
为了提升高频的学习速度，设计新的激活函数也是一种常见的操作，例如自适应激活函

数Jagtap and Karniadakis (2023) 或者混合激活函数 Jagtap et al. (2022)，以及变化比较剧烈
的隐藏单元Agarwal et al. (2020)。

将深度神经网络与传统迭代方法相结合, 可以分别加速计算问题中低频和高频的收敛速
度Xu et al. (2020); Huang et al. (2020)。例如对于解方程，首先，使用 DNN 通过一定的优化
步骤 (或迭代次数) 求解。然后，以训练好的 DNN 获得的初始值为起点, 进行传统算法迭代，
利用迭代方法的平滑特性消除高频误差，但这种方法可能只能处理比较低维的问题，对于具有
复杂边界的问题，无网络的神经网络方法仍然是有优势的。
用于求解偏微分方程的随机特征方法 (randon feature method, RFM)Chen et al. (2022)

将求解空间划分为多个子空间后，把每个子空间的中心都移到中心，然后配上一个多尺度系
数，例如

x− ci
ri

, (5.12)

其中 ci 是第 i 个子空间的中心，ri 是一个预先给定的随机数，起到多尺度网络中调节尺度的
作用。

145



5.5 习题

1. 请列出你所知道的多尺度问题？

2. 为什么多尺度问题往往会带来“高频困难”。

3. 如何解决多尺度学习中不同频率成分的相互干扰问题？

4. Fourier 特征映射中是采用固定频率向量好还是随机频率向量好，以及是否需要训练？

5. 某些任务（如图像分类）可能依赖低频主导的语义特征。强制提升高频学习是否会导致
过拟合噪声？如何评估需求优先级？

6. 在深度求解多尺度问题中，激活函数是否重要？如何选择？

7. 多尺度网络需预设或采样频率参数。能否利用某种无监督技术，直接从数据中解耦频率
分量？

8. 多尺度神经网络能否求解具有间断解（如激波）的流体方程吗？

9. MscaleDNN 中，A（in 1.3）是否是越大越好？若不是，则 A 过大会带来什么问题？

10. 图像生成模型（Stable Diffusion 等）生成的图片常出现细节纹理上常出现模糊，能否引
入某种多尺度设计？
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Chapter 6

频率原则的机制分析

在第四章中，我们介绍了频率原则的概念，并通过实验验证了其有效性。同时，我们也讨
论了频率原则对神经网络训练时产生现象的一些解释。频率原则指出，神经网络通常会以从低
频到高频的顺序拟合训练数据。同时我们观察到，对于不满足频率原则的模型，其往往具有较
差的泛化能力。因此，系统地刻画频率原则成立的条件、理解频率原则成立的原因是重要的。
在本章中，我们深入探讨了频率原则的底层机制。我们先详细分析了影响频率原则的主要

因素，包括初始化权重大小、激活函数的选择以及损失函数的形式。通过实验和理论分析，我
们揭示了这些因素如何影响神经网络在训练过程中的频率收敛行为。进一步，我们引入了线性
频率原则（LFP）模型，并通过理论推导和实验验证，揭示了神经网络频率收敛背后的动力学
机制和等价变分问题。我们还讨论了线性区域中的神经切线核（NTK）理论及其对频率原则的
解释，分析了频率原则在更高维度和更复杂神经网络中的表现。此外，我们探讨了频率收敛极
限问题，研究了在不同数据维度下，神经网络频率收敛的最小可能衰减速率。我们通过数值实
验验证了理论分析，并讨论了这些结果对神经网络训练和泛化的影响。通过这些分析和实验，
我们不仅加深了对频率原则的理解，也为神经网络在实际应用中的初始化和训练提供了理论依
据和指导。

科普篇

频率原则是什么？哪些因素可能影响频率原则？

频率原则是指神经网络在训练过程中通常会先拟合数据中的低频分量，然后再逐渐拟合高
频分量。影响这一现象的主要因素包括初始化权重的大小、激活函数的选择以及损失函数的形
式等多种因素。
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首先，初始化权重的大小对频率原则有显著影响。当初始化权重较大时，神经元输出中会
包含更多的高频成分，导致高频拟合速度增加，从而削弱甚至破坏频率原则。因此，合理选择
初始化权重的范围非常重要，以确保频率原则的有效性。
其次，激活函数的选择也会影响频率原则。常见的激活函数如 tanh 和 ReLU 在频率空间

中幅值随频率是单调下降的，容易观察到频率原则。然而，如果使用在频率空间中幅值随频率
先上升后下降的函数，如 Ricker 函数，则可能导致频率原则失效。

最后，损失函数的形式对频率收敛速度有显著影响。如果在损失函数中对某些特定频率赋
予较大的权重，这些频率分量的收敛速度会加快。例如，添加导数项后的损失函数可以显著加
快高频分量的收敛速度。

6.1 频率原则的影响因素

在从理论上证明频率原则之前，首先对频率原则的影响因素进行讨论，这将辅助理解频率
原则的成立条件。直观上，神经网络初始化权重大小将可能对频率原则产生影响，下文即从此
出发展开研究。

6.1.1 初始化权重大小的影响

初始化权重规模在频率原则中具有重要作用。大初始化设定下，频率原则会变弱甚至消
失。从时域的角度来看, 我们考虑一个经简化的 tanh 神经元的输出 tanh(wx)。我们取 w = 1

和 w = 100 分别代表相同激活函数下小初始化和大初始化设定。如图 6.1所示, 当初始化较大
时, 简化神经元的输出在 x = 0 附近的变化更加剧烈, 这意味着其输出中会包含更多的高频成
分。当神经网络由这样的激活函数组合而成时，模型的高频拟合速度会增加，从而使得模型的
频率原则减弱甚至失效。
如图6.2所示, 红色实线为初始化模型输出，蓝色虚线为被拟合的曲线。当初始化权重较小

时, 由于神经网络不会去拟合超出数据集最高频率的信息。但是如果初始化权重设置得太大,
就会在初始状态下引入很多高频信息, 其中有些甚至比数据集中的高频信息还要高。在这种情
况下，模型的频率原则减弱甚至失效。同时，神经网络不会学习比数据集频率更高的信息, 这
也就意味着训练过程无法完全抵消初始化带来的高频干扰。这可以通过相对误差图像得到证
实，大初始化权重在训练初始阶段的高频拟合速度大于低频，且有大幅波动。小初始化权重从
低频到高频其拟合速度依次递减，有助于网络平稳地学习数据的主要特征，避免过度拟合。
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图 6.1: 小初始化和大初始化设定下 tanh 神经元的输出

(a) large initialization (b) small initialization

图 6.2: 初始化权重较大与初始化权重较小的情况下拟合一个函数的结果

6.1.2 不同激活函数的影响

除了初始化权重外，我们发现不同激活函数也会影响频率收敛速度。对于大部分的激活函
数, 例如 tanh 和 ReLU, 它们在频率空间中是单调下降的。因此, 在这些情况下, 我们可以容易
地观察到频率原则。然而, 如果我们设计一类在频率空间中不是单调下降的函数, 例如这类函
数在频率空间先单调上升直到某个高频, 然后再单调下降, 那么我们可能会观察到频率原则失
效。为了验证这一点, 我们尝试用带参数 a 的 Ricker 函数作为激活函数：

1

15a
π1/4

(
1−

(x
a

)2)
exp

(
−1

2

(x
a

)2)
. (6.1)

当 a 比较小时, Ricker 函数从一个更高的频率开始衰减。我们用一个全连接网络来拟合
sin(x) + sin(3x) + sin(5x)。如图6.3所示, 对于 a = 0.3 的情况, 当激活函数从一个比较低的频
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率开始衰减时, 我们可以明显地观察到低频分量收敛得更快；然而, 当我们调节 a = 0.1 时, 此
时激活函数从一个比较高的频率开始衰减时, 我们无法观察到明显的频率收敛顺序。可以看到，
激活函数在频率空间的行为会显著影响神经网络学习不同频率分量的顺序，激活函数的频率特
性是影响频率原则的一个重要因素。

(a) spatial domain (b) frequency domain (c) a = 0.3 (d) a = 0.1

图 6.3: Ricker 激活函数在时域与频域空间的函数输出，及不同参数 a 对高低频成分拟合速度
的影响。

6.1.3 损失函数形式的影响

除了上述因素外, 损失函数的形式也可以显著地影响频率的收敛。例如, 如果我们在损
失函数中显式地给一些特定的频率加入很大的权重, 那么这些频率分量的收敛就可能会加快。
为了验证这一点, 我们可以考虑两种损失函数：一种是普通的均方损失 Lnongrad, 另一种是在
Lnongrad 的基础上额外添加一个导数项的损失 Lgrad,

Lnongrad =
n∑
i=1

(fθ(xi)− f∗(xi))
2/n, (6.2)

Lgrad = Lnongrad +
n∑
i=1

(∇xfθ(xi)−∇xf∗(xi))
2/n. (6.3)

同样, 我们用神经网络来拟合 sin(x) + sin(3x) + sin(5x)。如图6.4所示, 当损失函数中添加
导数项后, 高频分量的收敛速度明显加快。这背后的关键原因是, 在频率空间中, 导函数的傅里
叶变换等于原函数的傅里叶变换乘以对应的频率。这实际上相当于对高频分量施加了更大的权
重。因此, 在一些特殊设定的任务中, 例如求解微分方程, 由于损失函数经常包含梯度信息, 频
率原则可能会被弱化或者消失。
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(a) Lnongrad (b) Lgrad

图 6.4: 在损失函数 Lnongrad 和 Lgrad 下，各个主要频率的收敛速度

6.2 频率原则的简单分析

首先，让我们考虑如下的网络结构：使用 σ(x) = tanh (x) 作为激活函数的两层深度神经
网络（DNN），用于拟合一维目标函数 f(x)。选择 tanh(x) 作为激活函数是因为它的傅里叶变
换容易计算。网络的输入和输出均为一维，表示如下：

h(x) =
m∑
j=1

ajσ (wjx+ bj) . (6.4)

对激活函数 σ(wjx+ bj) 进行傅里叶变换，我们得到：

ˆσ(wjx+ bj)(k) =
2πi

|wj |
exp

(
ibjk

wj

)
1

exp(− πk
2wj

)− exp( πk
2wj

)
. (6.5)

从上式可以看出，随着频率的增加，tanh(x) 在频率空间呈指数衰减。这种快速衰减的主要原
因是 tanh(x) 在时域空间是一个光滑、无穷阶可导的函数。对 h(x) 进行连续傅里叶变换，我
们得到：

ĥ(k) =
m∑
j=1

2πiaj
|wj |

exp
(
ibjk

wj

)
1

exp(− πk
2wj

)− exp( πk
2wj

)
(6.6)

≈
m∑
j=1

aj exp
(
ibjk

wj

)
exp

(
−
∣∣∣∣ πk2wi

∣∣∣∣) . (6.7)

注意，本节是一个定性的分析。第一行等号右端在频率 k = 0 的时候会有奇性，但我们在此不
深入分析。第二行的约等式是在频率比较大的时候近似成立。定义某个频率上的损失函数为：

L(k) =
1

2
|ĥ(k)− f̂(k)|2. (6.8)
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根据 Parseval 定理，频域下的总损失函数等于时域上的总损失函数，即：

L =

∫
L(k)dk =

∫
1

2
|f(x)− h(x)|2dx. (6.9)

使用梯度下降法对网络进行训练，参数更新公式为：

θ(n+1) ← θ(n) − η
∑ ∂L(k)

∂θ
, (6.10)

其中 η 是学习率。接下来，我们考察 ∂L(k)
∂θ
的表达式：∣∣∣∣∂L(k)∂θ

∣∣∣∣ ≈ |ĥ(k)− f̂(k)| exp(− ∣∣∣∣ πk2wi

∣∣∣∣)G(θ, k), (6.11)

其中 G(θ, k) 是一个 O(1) 的函数。从上式可以看出，如果低频成分尚未收敛，即 A(k) =

|ĥ(k)− f̂(k)| > 0，且参数 wi 较小时，exp (− |πk/2wi|) 项起主导作用。这意味着低频成分对
梯度的贡献远大于高频成分，梯度下降的方向实际上就是更接近低频收敛的方向。因此，从这
个理想模型中，我们可以得到一个重要的认识：深度学习对低频的偏向性源于激活函数的光滑
性和正则性，以及基于梯度下降的训练方法。类似地，对于 ReLU(x) 激活函数，也可以证明
其在频率空间呈多项式衰减。
根据公式6.11, 我们可以看出频率原则成立与否与上一节讨论的三个因素之间的联系。其

中 |ĥ(k) − f̂(k)| 受损失函数形式的影响，exp
(
−
∣∣∣ πk2wi

∣∣∣) 的形式得益于激活函数（上文推导中
以 tanh 为例）的形式，同时这一项的大小受 wi, 也就是参数大小的影响。
若我们将上面的理想模型写成严格的数学表述，就有

定理 2. 考虑一个以 σ(x) = tanh (x) 作为激活函数的两层的神经网络，任取两个频率 k1, k2，
使得

∣∣∣f̂ (k1)∣∣∣ > 0,
∣∣∣f̂ (k2)∣∣∣ > 0，|k2| > |k1| > 0，一定存在正的常数 c 和 C，使得对足够小的

δ，有

µ
({
W :

∣∣∣∂L(k1)∂θlj

∣∣∣ > ∣∣∣∂L(k2)∂θlj

∣∣∣ for all l, j
}
∩Bδ

)
µ (Bδ)

≥ 1− C exp(−c/δ)� (6.12)

其中 Bδ ⊂ Rm 是一个球心在原点，半径为 δ 的圆球，µ(·) 是勒贝格测度。

在上述定理中，对于任意两个都没收敛的频率 k1,k2，可以证明只要我们的参数在某个球
内，当球的半径很小，也就是参数比较小的情况下，低频梯度大于高频梯度部分的测度比上整
个空间的测度以指数形式趋近于 1。也就是说，当 δ → 0 时，低频对应的梯度几乎处处大于高
频对应的梯度。
这部分理论不仅给我们呈现了频率原则产生的原因，同时也告诉我们在哪些情况下频率原

则会不明显、甚至不成立，这与上文的实验现象是一致的。
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6.3 习题

1. 频率原则的成立与否受到哪些因素的影响？请列举并解释其中至少三个因素。

2. 过大的初始化权重会对频率原则产生什么影响？为什么？

3. 在实际应用中，如何选择合适的初始化权重范围以确保频率原则的有效性？

4. 激活函数的形式如何影响频率原则？

5. 常见的激活函数如 ReLU 和 tanh 在频域的衰减特性如何？这对频率原则意味着什么？

6. 我们尝试使用 Ricker 函数作为激活函数，并通过调节参数 a 来改变其频域特性。请解释
不同 a 值下频率原则成立与否的原因。

7. Lgrad 相比普通的均方损失 Lnongrad 有何不同？为什么它会加快高频分量的收敛速度？

8. 在频域中，导函数的傅里叶变换与原函数的傅里叶变换满足什么关系？这一关系如何影
响不同频率分量的权重？

9. 你能否想到一种损失函数的设计方式，使得频率原则更加显著？（提示：考虑在损失函数
中引入频率相关的权重项）

10. 在本章的简单分析部分，我们以两层 tanh 网络为例推导了频率原则成立的条件。为什么
选择 tanh 作为激活函数？如果换成其他常见的激活函数（如 ReLU），结论是否仍然成
立？

11. 基于公式 6.11，尝试解释大初始化权重、损失函数形式等因素与频率原则之间的联系。

12. 请推导线性频率原则 (LFP) 模型

13. LFP 模型从哪些方面揭示了神经网络频率原则的本质?

14. 基于 LFP 模型, 我们可以得到一个神经网络输出的等价变分模型。请描述这个变分模型,
并分析它与频率原则的关系。进一步, 这个变分模型对于理解神经网络的泛化有什么启
示?

15. 在线性区域中, 神经网络的谱偏差 (频率原则) 可以用神经切线核 (NTK) 的特征值和特
征向量来解释。请分析 NTK 的特征值、特征向量与频率的关系。这一分析对于理解神经
网络训练和泛化有什么意义?

16. 对于 f(x) = sin 2πkx，其中 k ∈ Z。计算其 FP-范数。
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17. 对于一般的神经网络, 函数的正则性与其傅里叶变换的衰减速度有什么关系? 这一关系对
于分析神经网络的频率原则有什么启示?
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Chapter 7

相图分析

在我们之前章节的讨论中，我们揭示了神经网络模型的一种有趣的现象，即在训练过程满
足频率原则。这一原则指出，神经网络在学习过程中有一种内在的、隐式的偏好，即首先学习
低频部分然后过渡到高频。因为训练并没有显式地要求频率收敛有差异，因此，这种现象可以
被视为一种隐式发生的正则化形式。它从一个更宏观的函数空间视角，为我们揭示了神经网络
如何逐渐把握和构建对数据的理解。这种洞察不仅加深了我们对神经网络训练过程的认识，而
且可以指导我们设计出性能更好的神经网络架构。
尽管如此，频率原则仍然只能提供一个相对粗糙的理解框架。它使我们能够从一个较高的

层次把握神经网络的学习倾向——即优先学习低频然后过渡到高频——但却未能为我们提供
一个精确的工具，去定量化研究网络参数随着学习过程的具体演化。更进一步，仅凭这一原则，
我们难以深入探究神经网络模型超越传统核方法的独特之处，或是区分不同神经网络架构之间
的差异，因为它们都表现出类似的从低频到高频的学习进程。
为了更精细地描绘和理解这些差异，我们需要深入挖掘模型的细节层面。在本章节中，我

们将详细探讨全连接神经网络在不同超参数配置下的表现，特别关注那些影响参数初始化的超
参数。

科普篇

神经网络的相图分析是一种研究神经网络在不同初始化条件下行为表现的方法。具体来
说，相图分析可以帮助我们了解神经网络在训练过程中是表现出线性行为还是非线性行为。这
里所谓的线性和非线性是指模型关于参数是线性还是非线性的。实际上，模型关于参数是否线
性决定了问题的复杂程度。
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如果模型关于参数是线性的（例如线性回归模型、随机特征模型、核方法），那么损失函
数（如均方误差，MSE）通常是一个凸函数。在这种情况下，优化问题会相对简单，因为损失
函数具有一个唯一的全局极小点，没有局部极小点。然而，如果模型关于参数是非线性的，损
失函数则是非凸的，从而使得优化过程变得更加复杂。

为什么我们要发展神经网络的相图分析？

• 现象驱动：实验表明，参数初始化的尺度大小对模型最终学到的函数有显著影响。然而，
神经网络的频率原则只能提供一个粗略的理解框架，难以定量分析网络参数在学习过程
中的具体演化。为了更精细地描绘和理解这些差异，我们需要更深入地探讨模型在参数
层面的细节。

• 理解学习机制：明确神经网络训练过程非线性的超参数区域非常重要。如果理论分析只
聚焦于神经网络训练过程近似线性的区域，我们就难以解释为什么其他线性模型（如核
方法）没有像神经网络那样取得巨大的成功。

神经网络训练动力学的相图具体是怎么样的？跟初始化的关系是什么？

在热力学系统中，相态的描述需要识别合适的状态量，比如水的温度和压强，这些状态量
能够独立变化并清晰地区分不同的相态。受此启发，我们提出一个问题：是否能为神经网络定
义相似的状态量来判定其所处的状态——是线性状态还是非线性状态？更具体地说，在适当定
义的状态量下，我们是否能够绘制出类似于水相图（水的三种状态：固体、液体、气体变化图）
的神经网络相图？
答案是肯定的。神经网络的相图就是一个展示网络在不同初始化条件下行为表现的图表。

在两层 ReLU 神经网络的相图中，我们用两个状态量参数（γ 和 γ′）来描述初始化条件，并展
示在这些初始化条件下网络的训练行为是线性还是非线性。这里状态量参数 γ 表示初始化时
输出函数的幅值大小，状态量参数 γ′ 表示初始化时内外层权重的大小差异。
初始化条件对神经网络的训练过程有重要影响。具体来说，初始化的大小决定了网络参数

的初始值，这些初始值会影响网络在训练过程中的演化。

• 线性区域：当初始化较大时，神经网络在初始化附近就能拟合好数据，参数的相对变化
范围非常小，因此模型在初始化附近可以用一阶泰勒展开近似，网络表现出线性行为。

• 凝聚区域：当初始化较小时，神经网络在初始化附近不能拟合好数据，网络参数的相对
变化范围较大，因此网络不能用一个线性模型近似，表现出高度的非线性行为。实验中，
我们发现非线性行为和神经元的“凝聚现象”（即许多神经元表现趋同）高度相关，因此
我们将其称为凝聚区域，这也启发了后续关于凝聚现象的一系列研究。
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• 临界区域：线性和凝聚区域之间的分界线，网络表现出中等程度的非线性行为。

通过实验和理论分析，我们可以绘制出一个相图，展示不同初始化条件下网络的表现。例
如，图中的一部分区域表示网络在这些条件下表现为线性行为，而另一部分区域表示网络在这
些条件下表现为凝聚或者临界两种行为，这就是神经网络的相图。

神经网络的相图分析有什么用？

• 理解和优化训练过程：相图分析可以帮助我们理解和优化神经网络的训练过程。通过相
图，我们可以确定在不同初始化条件下，网络是表现为线性还是非线性，从而选择我们
想要的初始化条件，提高模型的训练效率和性能。

• 启发后续研究：相图分析可以启发一系列后续研究。例如，我们可以进一步探讨为什么
在神经网络的非线性区域会出现凝聚现象？凝聚现象与特征学习之间的关系是什么？凝
聚现象对理解神经网络的优化和泛化有什么影响？

7.1 神经网络在不同初始化下的表现

为了观察神经网络在不同初始化尺度下的表现，让我们从一个简单的实验入手。如图 7.1
所示，我们使用一个简单的两层神经网络来拟合一组简单的数据点（图 7.1中的蓝色星星点）。
该网络的表达式为：

fθ(x) =
m∑
k=1

akσ(w
⊤
k x),

这里神经网络隐藏层的宽度 m = 1000, 我们设定 ak 和 wk 的初始化服从服从均值为 0，不同
方差的高斯分布，本文称高斯分布方差的大小为参数的初始化大小。
在这个实验中，我们观察到参数初始化的尺度大小对模型最终学到的函数有显著影响。从

图 7.1(a) 可以看到，当参数初始化较大时，神经网络学到的函数表现出轻微的锯齿状波动。而
在图 7.1(b) 中，随着参数初始化的减小，神经网络学习到的函数逐渐变得更加平滑，类似于三
次样条函数。最终，在图 7.1(c) 中，我们观察到当参数初始化进一步减小时，模型倾向于学习
到一个几乎是线性插值的函数，这反映了参数初始化大小对学习结果的微妙而关键的作用。
图 7.1所示的实验虽然简单，但是却提示我们神经网络在不同超参数配置下的表现可能会

不同，特别是那些影响参数初始化的超参数。本章的后面内容我们将分析这些超参数如何影响
网络在训练过程中的表现以及最终的学习结果。在 7.2节中，我们将介绍神经网络的线性与非
线性行为，并展示非线性行为的一个重要现象——凝聚。
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图 7.1: 不同初始化大小的两层 ReLU 神经网络（宽度 m = 1000）学习四个数据点的结果图

7.2 神经网络的线性与非线性行为

之前章节提到的频率原则着重于刻画函数空间的演化，但是神经网络训练的本质却是在参
数空间中的演化。因此，为了更细致地理解神经网络的内在工作机制，我们将聚焦于参数的演
化过程，并以参数权重变化区分神经网络的线性与非线性行为。

7.2.1 参数的演化分析

考虑一个具有两层结构和 ReLU 激活函数的神经网络，其数学表达式可以写为：

fθ(x) =
m∑
k=1

akReLU(w⊤
k x), (7.1)

其中 x ∈ Rd 代表模型的输入向量。网络的参数集合 θ 可通过向量化操作 vec(·) 表示为
θ = vec(θa,θw)，这里 θa = vec({ak}mk=1) 和 θw = vec({wk}mk=1) 分别代表输出层权重和输入
层权重，它们的初始值 (a0k,w

0
k) 通过高斯分布 a0k ∼ N (0, β2

1) 和 w0
k ∼ N (0, β2

2Id) 进行初始化。
在式 7.1 中，可以通过将输入 x 和权重 wk 扩展为 (x⊤, 1)⊤ 和 (w⊤

k , bk)
⊤ 来使偏置项 bk 整合

进模型。
为了探索图 7.1中不同初始化条件下网络参数在空间中的演化细节，我们注意到 ReLU激

活函数具有正齐次性，也即 σ(ax) = aσ(x), ∀a > 0，因此我们可以将每个神经元的参数 (ak,wk)

分解为单位方向向量 ŵk = wk/∥wk∥2 和一个表示其对输出贡献的振幅 Ak = |ak|∥wk∥2，即
(ŵk, Ak)。
在图 7.1 所示的实验中，我们用不同初始化大小（均值为 0，不同方差的高斯分布）的两

层 ReLU 神经网络（宽度 m = 1000）学习四个数据点。这里的输入是一维的，且模型包含偏
置项，所以权重向量 wk := (wk, bk)

⊤ 实际上是二维的。因此，我们可以通过每个 ŵ 相对于 x
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图 7.2: 神经元参数方向特征 ŵk = wk/∥wk∥2 的几何直观

轴的 [−π, π) 范围内的角度来表示其方向，如图 7.2所示。基于 (ŵk, Ak}mk=1 这一表示方法，我
们展示了不同初始化条件下模型最终学到的参数（红色圆点）与模型初始参数（青色三角）的
对比，如图 7.3所示。每张图根据图内所有点的最大幅度做归一化，使得最大幅度为 1。例如
图 7.3(c) 中，末态的幅度远大于初态，所以归一化后，初态的幅度几乎靠近 0。

(a) 初始化大小:
1

√
m

(b) 初始化大小:
1

m
(c) 初始化大小:

1

m1.75

图 7.3: 不同初始化大小的神经网络学习四个数据点对应的网络初始态 (青色三角) 和末态 (红
色圆点) 的散点图

从图 7.3 中，我们可以观察到两个显著的现象：

(i) 当初始化较大时，网络学习到的参数与初始参数相差无几（图 7.3(a) 中青色三角与红色
圆点点几乎重合），而随着初始化的减小，网络学习到的参数与初始参数的差异逐渐增大
（图 7.3(b) 和图 7.3(c) 中青色三角与红色圆点的分布有明显的区分）。

(ii) 在较小的初始参数设置下，那些振幅显著的活跃神经元倾向于向特定方向集中，这种现象
在图 7.3(b) 中表现为中等程度的“凝聚”，并且随着初始化参数的进一步减小，图 7.3(c)
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展示了强烈的“凝聚”行为。这里图 7.3(c) 中两个凝聚的方向刚好对应图 7.1(c) 中两个
ReLU 组合形成的输出函数。

这些观察结果为我们揭示了参数初始化大小对神经网络学习行为非常重要，我们将在下面
的部分仔细研究这些行为。

7.2.2 线性行为与非线性行为的界定

在探讨神经网络的动力学行为时，理解网络的线性和非线性行为至关重要。尽管神经网络
模型 fθ 关于其参数 θ 是非线性的，但在某些情况下，当参数 θ 的变化量极小，我们可以用一
个线性模型来近似这种非线性的模型。具体地，对于任意训练时刻 t，如果参数 θ 的变化量足
够小，那么神经网络模型 fθ(x) 可以被以下线性模型 f linθ (x) 很好地近似：

fθ(x) ≈ f linθ (x) = fθ(0)(x) +∇θfθ(0)(x) · (θ(t)− θ(0)). (7.2)

这种线性近似是基于一阶泰勒展开，通常只在 θ(t) 保持在 θ(0) 的一个小邻域内时有效。对于
两层神经网络，由于模型 fθ(x) =

∑m
k=1 akσ(wk · x) 对于输出层参数 ak 总是线性的，这个小

邻域的要求主要适用于输入权重 θw(t)，即 θw(t) 需要保持在 θw(0) 的一个小邻域内。因此，
我们将这个线性近似有效的区域称为“线性区域”。
是否可以用线性模型准确地逼近一个神经网络，取决于输入权重参数 θw(t) 在训练后的

变化程度。为了量化这种变化，我们可以定义相对距离 (Relative Distance, RD) 来度量 θw(t)

在训练期间偏离其初始值 θw(0) 的程度：

RD(θw(t)) =
∥θw(t)− θw(0)∥2
∥θw(0)∥2

. (7.3)

具体来说，我们关注 RD(θ∗
w)，它代表了在整个训练过程中 θw(t) 从初始值到最终学习状

态的相对偏移距离，其中 θ∗
w := θw(∞) 代表训练结束时的参数值。

使用这个指标，我们可以定量地描述图 7.3 实验中观察到的参数相对变化距离。在实践中
我们经常使用不同宽度的网络来学习数据，而这些网络的初始化大小通常与网络宽度成幂律比
例关系。因此对于图 7.3的数据，我们绘制了在不同初始化大小下 RD(θ∗

w) 与网络宽度 m 之
间的关系，如图 7.4 所示。随着网络宽度 m→∞, 相对距离 RD(θ∗

w) 与宽度 m 的关系呈现不
同的趋势。对于图 7.4(a-c)，五个蓝点分别表示隐层神经元数为 1000, 5000, 10000, 20000, 40000

的神经网络上的 RD(θ∗
w) 的计算结果。灰线是数据点的线性拟合并在标签中给出斜率标注。

从图 7.4 中，我们可以明显看出，一旦初始化尺度确定，相对距离 RD(θ∗
w) 与网络宽度 m

之间近似遵循一种幂律关系。随着 m 趋向无穷大，若 RD(θ∗
w) 趋于零，这表明 θ 的变化很小，

基于前面的泰勒一阶线性展开，神经网络的行为可以被一个线性模型很好地近似，此时，网络
的训练动力学主要表现为线性行为，我们将这个区域成为“线性区域”（linear regime）。相
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data
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(c) 初始化大小:
1

m1.75

图 7.4: 随着网络宽度 m→∞, 相对距离 RD(θ∗
w) 与宽度 m 的关系图

反，如果这个相对距离 RD(θ∗
w) 接近常数 O(1) 或趋向于无穷大，网络的训练动力学则显现出

显著的非线性行为。
特别地，当 θw 与其初始值偏离非常远，即 RD(θ∗

w) 趋向于无穷大时，这对应高度非线
性的动力学，而这时我们在参数空间中观察到了一种显著的凝聚行为（如图 7.3(c) 所示）。这
种现象表明了参数在训练过程中向特定方向的集中趋势，因此我们将这个区域称为“凝聚区
域”（condensed regime）。而对于 RD(θ∗

w) 趋于常数 O(1) 的情况，神经网络表现出中等程
度的非线性，这个区域我们称之为“临界区域”（critical regime）。
总的来说，通过对参数初始化大小的分析，我们发现网络在相对较大的初始化下表现出线

性行为，而在较小的初始化下则表现出高度的非线性行为。非线性行为的一个显著特征是神经
元的凝聚，这与网络的特征学习能力紧密相关，即模型能够从数据中学习到某些特定的特征
——那些参数凝聚的方向。这种特征学习被普遍认为是神经网络取得显著成功的关键因素。如
果神经网络的行为近似于一个线性模型，我们就难以解释为什么其他的线性模型，例如核方
法，没有能够像神经网络那样取得巨大的成功。因此，神经网络的能力来自于其内在的非线性
特性，这是其区别于传统线性模型的关键所在。

7.3 线性区域与非线性区域的划分

在之前的实验中，我们观察到神经网络在不同的初始化条件下可能呈现线性或非线性的
行为。为了更精确地区分线性行为和非线性行为，本节将尝试对线性区域和非线性区域进行划
分。
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7.3.1 状态量的定义与动力学相变

我们发现网络在相对较大的初始化下表现出线性行为，而在相对较小的初始化下表现出非
线性行为，这类似于物理学中的相变。在统计力学中，为了观察到相变现象，研究者通常会将
粒子数目扩展到无限。在图 7.4 所示的实验中，随着网络宽度 m 的增加，我们观察到 RD(θ∗

w)

可能趋向于 0, O(1),+∞。因此为了使这一分界更加明确，我们同样可以考虑当 m→∞ 时的
极限情况，即无限宽神经网络的动力学相变。
在热力学系统中，相态的描述需要识别合适的状态量，比如水的温度和压强，这些状态量

能够独立变化并清晰地区分不同的相态。受此启发，我们提出一个问题：是否能为神经网络定
义相似的状态量来判定其所处的状态——是线性状态还是非线性状态？更具体地说，在适当定
义的状态量下，我们是否能够绘制出类似于水相图 (水的三种状态: 固体，液体，气体的变化
图) 的神经网络相图？
我们还是以两层 ReLU 神经网络作为研究对象。考虑给定的数据集 S = {(xi, yi)}ni=1，其

中 xi ∈ Rd，i ∈ [n]，网络宽度为 m，激活函数 σ = ReLU。这里我们引入一个缩放参数 1/α，
用于控制求和后的整体输出大小，这使得我们能够统一分析两层无限宽神经网络的常见初始化
方法：

fαθ (x) =
1

α

m∑
k=1

akσ(w
⊤
k x), (7.4)

这里 ak 和 wk 分别按照不同的尺度 β1 和 β2 初始化：

a0k ∼ N(0, β2
1), w0

k ∼ N(0, β2
2Id). (7.5)

考虑如下的均方误差损失函数：

RS(θ) =
1

2n

n∑
i=1

(fαθ (xi)− yi)
2
. (7.6)

基于梯度下降的优化策略，在连续时间极限下，神经网络参数 θ 遵循如下的梯度流动力
学方程：

dθ
dt = −∇θRS(θ). (7.7)

这一方程描述了参数随时间变化的轨迹，指向损失函数下降最快的方向。具体到我们的
两层 ReLU 神经网络模型，参数 θ 可以被表示为 θ = vec({qk}mk=1)，其中 qk = (ak,w

⊤
k )

⊤，
k ∈ [m]。这样，参数的时间演化由下列方程描述：

dak
dt = − 1

n

n∑
i=1

1

α
σ(w⊤

k xi)

(
1

α

m∑
k′=1

ak′σ(w
⊤
k′xi)− yi

)
dwk

dt = − 1

n

n∑
i=1

1

α
akσ

′(w⊤
k xi)xi

(
1

α

m∑
k′=1

ak′σ(w
⊤
k′xi)− yi

)
.
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为了消除时间以及参数大小等尺度的影响，我们执行了以下的尺度放缩:

āk = β−1
1 ak, w̄k = β−1

2 wk, t̄ =
1

β1β2
t, (7.8)

这种尺度缩放后的模型允许我们在不同的初始化大小和训练动力学之间建立一种规范化的比
较基准。从而，我们得到了归一化的动力学方程：

dāk
dt̄ = −β2

β1

1

n

n∑
i=1

β1β2
α

σ(w̄⊤
k xi)

(
β1β2
α

m∑
k′=1

āk′σ(w̄
⊤
k′xi)− yi

)
,

dw̄k

dt̄ = −β1
β2

1

n

n∑
i=1

β1β2
α

ākσ
′(w̄⊤

k xi)xi

(
β1β2
α

m∑
k′=1

āk′σ(w̄
⊤
k′xi)− yi

)
.

在这里，我们注意到只有两个独立的量与梯度流动力学的时间尺度无关，这促使我们引入两个
缩放参数：

κ :=
β1β2
α

, κ′ :=
β1
β2
, (7.9)

其中 κ 和 κ′ 分别称为能量缩放参数和动力学缩放参数。κ 可以理解为平均意义下每个神经元
初始化时的输出幅度，κ′ 则体现 ak 和 wk 之间的幅度差异，或者从它们的演化动力学来看，
κ′ 体现它们的演化速度差异。最终，归一化的动力学方程可以被简洁地表达为：

dāk
dt̄ = − 1

κ′
1

n

n∑
i=1

κσ(w̄⊤
k xi)

(
κ

m∑
k′=1

āk′σ(w̄
⊤
k′xi)− yi

)
, (7.10)

dw̄k

dt̄ = −κ′ 1
n

n∑
i=1

κākσ
′(w̄⊤

k xi)xi

(
κ

m∑
k′=1

āk′σ(w̄
⊤
k′xi)− yi

)
. (7.11)

在后续的讨论中，我们将专注于经过无量纲化处理的模型，该模型由方程 (7.10), (7.11)定
义，并为了简洁起见，我们将省略 āk、w̄k、t̄ 中的“·̄”。
当网络宽度 m 趋向于无限大时，常见的初始化尺度大小都与网络宽度 m 存在幂律关系。

为了捕捉这种关系，我们定义 κ 和 κ′ 与 m 之间的对数对数（log− log）关系如下：

γ = lim
m→∞

− logκ
logm, γ′ = lim

m→∞
− logκ′
logm. (7.12)

这两个参数 γ 和 γ′ 是与时间尺度无关的独立参量，也是下文我们划分线性区域和非线性
区域的状态量。不同的初始化方法会导致这些参数取不同的值，从而影响模型的训练动力学和
最终学到的结果。
为了展示这一点，我们列出了一些在文献中常见的初始化方法及其相关工作，以及它们对

应的缩放参数。这些信息被总结在表 7.1中。
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超参数
α β1 β2

κ κ′ γ γ′

(相关工作) ( β1β2
α

) ( β1
β2
) ( lim

m→∞
log 1/κ
log m

) ( lim
m→∞

log 1/κ′
log m

)

LeCun
1

√
1
m

√
1
d

√
1
md

√
d
m

1
2

1
2(LeCun et al., 2012)

He
1

√
2
m

√
2
d

√
4
md

√
d
m

1
2

1
2(He et al., 2015)

Xavier
1

√
2

m+1

√
2

m+d

√
4

(m+1)(m+d)

√
m+d
m+1 1 0

(Glorot and Bengio, 2010)

NTK √
m 1 1

√
1
m

1 1
2

0
(Jacot et al., 2018)

Mean-field
m 1 1 1

m
1 1 0(Mei et al., 2018)

(Sirignano and Spiliopoulos, 2020)

(Rotskoff and Vanden-Eijnden, 2018)

E et al.
1 β 1 β β lim

m→∞
log 1/β
log m

lim
m→∞

log 1/β
log m

(E et al., 2020)

表 7.1: 常见的初始化方法及其缩放参数

7.3.2 实验上相图的获取

有了划分线性区域和非线性区域的状态量之后，我们可以设计实验来获取不同相态之间转
变的相图，特别是用以区分线性区域和凝聚区域的界限。实验的核心是估计网络权重更新的相
对距离 RD(θ∗

w)。
虽然理想情况下我们希望在无限大的模型宽度 m 下进行实验，但这在实际操作中是不可

行的。因此，我们转而量化 RD(θ∗
w) 随着模型宽度 m 增加而发生的变化。如图 7.4的子图 (a)

到 (c) 所示，这种变化近似遵循一个幂律关系。基于此，我们定义权重更新的相对差异的标度
指数 Sw 如下：

Sw = lim
m→∞

logRD(θ∗
w)

logm , (7.13)

该指数可以通过估计图 7.4中的对数坐标图的斜率来获得，从而实证地确定 RD(θ∗
w)随着 m→

∞ 的变化趋势。如果斜率 Sw < 0，则表明 RD(θ∗
w) 随着 m 的增大趋于零，对应线性区域；反

之，如果斜率 Sw > 0，则意味着 RD(θ∗
w) 随着 m 的增大而趋于无限大，对应非线性区域。

接下来，我们实验上可以通过在相空间中扫描 Sw 来经验地获得相图。例如对于图7.1的一
维拟合问题，我们在图 7.5(a) 中展示了其实验上获得的相图，其中 Sw 的估计是在具有 1000,
5000, 10000, 20000 和 40000 个隐层单元的两层 ReLU 神经网络上进行的。在图 7.5(a) 中，红
色区域代表 Sw 值小于零，这表明 RD(θ∗

w) 随 m→∞ 趋向于零，刻画了线性区域。相反，在
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图 7.5: 一维数据和 MNIST 数据上得到的实验上的相图

蓝色区域，Sw 值大于零，RD(θ∗
w) 随 m→∞ 增长至无穷大，这表明了高度非线性的区域。

这两个区域的分界线可以通过插值方法来近似确定，我们在图 7.5(a) 中以星号标出，这
是 RD(θ∗

w) 的量级约为 O(1) 的区域。这样的插值不仅为我们提供了一个直观的区域划分，而
且为进一步的理论分析和实验设计提供了一个明确的基准。
为了验证在图 7.5(a)中得到的相图是否也适用于真实数据集，我们采用了一个两层 ReLU

激活函数的神经网络对 MNIST数据集进行了训练，其中损失函数为均方误差（Mean Squared
Error, MSE）。Sw 的估计是在具有 1000, 10000, 50000, 250000 和 400000 个隐层单元的两层
ReLU 神经网络上进行的。图中的星号标记了在固定 γ′ 的条件下，通过线性插值得到的零交
叉点。虚线代表通过理论分析确定的分界线。在此实验设置中，输入是一个 784 维的向量，代
表了图像的像素值，输出则是一个一维值，用以表示图像的标签（其值从 0 到 9）。如图 7.5(b)
所展示的，我们观察到从一维数据中获得的相图与从实际的高维 MNIST 数据集中得到的结果
具有高度的一致性。
通过这些实验，我们成功地划分了线性区域和非线性区域，并据此构建了一个经验性的相

图。在后面的内容中，我们将展示实际训练过程中神经网络在临界和凝聚区域的行为以及如何
利用理论分析来精确刻画线性区域与非线性区域之间的界限。

7.3.3 临界和凝聚区域

在前一节通过图 7.3的分析中，我们注意到了神经网络在参数空间中的表示 {(ŵk, Ak)}mk=1

的凝聚现象，这是神经网络非线性训练动力学的一个突出特点。在有了实验上相图的获取后,
我们也可以关注在相图中随网络宽度 m 趋向于无穷大时的凝聚行为，即当 θw 的相对变化量
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趋于无穷大时。我们采用与图 7.3中同样的一维数据集，观察 (ŵk, Ak) 的分布模式。通过分析
三种不同宽度的双层网络 m = 103, 104, 106，我们探索了 m→ +∞的趋势。结果如图 7.6所示，
每个子图中的颜色代表对应 γ 和 γ′ 的神经网络上的 {(ŵk, Ak)}mk=1 的散点分布。隐层神经元
数量分别为 m = 103（蓝色）、104（红色）、106（黄色）。横坐标表示 γ，纵坐标表示 γ′。可以
清晰地看到，如蓝色框所示的边界右侧，在非线性区域，随着 m→∞，凝聚态的形成越发显
著。这与我们的预期相符，即 θw 偏离初始状态越远，网络的非线性特性也就越强。如前文所
述，我们将这个区域定义为凝聚区域。在线性区域与凝聚区域之间的临界区域，随着 m→∞，
凝聚的程度似乎保持不变，这表现出了类似平均场理论的行为。目前而言，凝聚机制及其隐式
的正则化效应尚未被完全理解，这仍是未来研究的一个重要课题。

图 7.6: 一维合成数据上的凝聚态分布图

进一步，我们也研究了在 MNIST 数据集上的神经网络凝聚行为。由于这是一个高维数据
集，无法直接可视化高维特征空间中的分布，因此我们采用了一种投影方法：将每个 ŵ 投影
到一个参考方向 p 上，并绘制 Ak 与 Iŵ = ŵ ·p 之间的关系图。值得注意的是，参考方向的选
择是任意的，不会影响我们的结论。不失一般性，我们选择了方向 p = 1n/

√
n，其中 1n 代表
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分量全为 1 的 n 维向量。如果神经元确实在高维特征空间中的某些方向上发生凝聚，那么它
们的一维投影也应当在某些点上表现出凝聚。如图 7.7所示，每个框中的每个颜色表示对应 γ

和 γ′ 的神经网络上的 {(Iŵ, Ak)}mk=1 的散点分布。隐层神经元数量为:m = 103(蓝色), 104(红
色), 2.5 × 105(黄色)。横坐标为 γ, 纵坐标为 γ′。与一维情况相似，我们可以观察到在凝聚区
域中存在凝聚现象。随着网络宽度增加，凝聚现象变得更加明显。

图 7.7: MNIST 数据集的凝聚态分布图

7.4 习题

1. 为什么在 2012 年之前深度学习的发展如此困难？网络的初始化在其中起到了怎样的作
用？

2. 网络的初始化尺度如何影响模型训练的动力学过程？更大的初始化尺度是否更倾向于使
模型表现为线性行为，还是较小的初始化尺度更容易导致这种倾向？
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3. 实际训练中使用的神经网络宽度是有限的，那么研究无限宽度下的神经网络训练动力学
是否有意义？为什么？

4. 神经网络训练过程中的线性与非线性动力学，与特征学习（feature learning）之间存在怎
样的联系？

5. 神经网络的泛化能力与其训练动力学所处的区域之间有何关系？

6. 处于线性区域的神经网络是否具备泛化能力？该如何刻画这一区域内的泛化行为？

7. 在线性区域中，神经网络是否遵循频率原则？具体表现为何？

8. 神经网络的训练动力学与损失函数景观之间的关系是什么？

9. 神经网络训练前期与训练后期的动力学行为有什么区别？

10. 激活函数对相图的影响是什么？

11. 优化算法如何影响训练动力学？梯度下降与随机梯度下降在相较于梯度流的情况下，对
相图有何影响？

12. 网络的深度对相图的影响是什么？

13. 在相图划分的基础上，若要进一步研究非线性区域，应优先关注凝聚区域还是临界区域？
你的理由是什么？

14. 在分析两层神经网络 fθ(x) =
∑m

k=1 akσ(wk · x) 的线性与非线性行为时，我们应该更加
关注参数 θa 还是参数 θw 在训练过程中的变化情况？为什么？

15. 如何在实验中定量地衡量参数在训练过程中的变化程度？

16. 对于两层 ReLU神经网络 fθ(x) =
∑m

k=1 akσ(wk ·x)，非线性区域的凝聚是什么意思？该
如何刻画？

17. 考虑两层 ReLU神经网络 fθ(x) =
∑m

k=1 akσ(wk ·x)，对常见的初始化方法，例如 Kaiming
He 初始化和 Xavier 初始化，计算它们在两层无限宽 ReLU 网络中对应的状态量参数 γ

和 γ′。

18. 若某种初始化方法在无限宽度网络的相图中位于线性区域，那么在有限宽度的网络中也
同样位于线性区域吗？为什么？
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19. 考虑一个两层 ReLU 神经网络：fαθ (x) = 1
α

∑m
k=1 akσ

(
w⊤
k x
)
, a0k ∼ N (0, β2

1) ,w
0
k ∼

N (0, β2
2Id), 当 m→∞ 时，确定以下超参数组合对应的动力学状态，并在两层 ReLU 相

图中进行标注：

(i) α, β1, β2 = 1;

(ii) α = m2, β1, β2 = 1;

(iii) α, β1 = 1, β2 =
1
m
;

20. 考虑一个两层 ReLU 神经网络：fαθ (x) = 1
α

∑m
k=1 akσ

(
w⊤
k x
)

a0k ∼ N (0, β2
1) ,w

0
k ∼

N (0, β2
2Id)，设计控制变量实验来研究网络宽度 m 对模型泛化能力的影响：

(i) 固定 α, β1, β2 = 1 进行比较，是否能得出具有代表性的结论？

(ii) 固定训练步数（例如 10000 步），这样的设置是否合理？

(iii) 固定学习率（例如 0.1），这样的设置是否合理？

169



Chapter 8

凝聚现象

在之前探索深度学习的过程中，我们经常会遇到一些重要但彼此关系并不明确的概念，比
如非线性、频率原则、特征学习、损失景观、泛化以及复杂度等等。这些概念在初看之下可能
显得孤立，然而，如果我们深入研究，就会发现它们其实都与一个核心现象紧密相关，这个现
象就是“凝聚现象”。
我们对凝聚现象的关注源于对相图分析和频率原则的深入研究和理解。在相图中，神经网

络的训练过程可以划分为线性态和非线性态两种相态。在线性态下，神经网络的学习过程等价
于一个核方法（模型关于参数是线性的方法），可以很好地被频率原则刻画。然而，非线性态
下的神经网络行为虽然整体也符合频率原则，但是它有更多复杂的特征。
在对非线性态的探索中，我们发现凝聚现象是一个普遍存在的现象。在神经网络中，凝聚

现象是指同层神经元趋于一致的现象。神经元的一致性本质上是不同神经元的函数（指网络输
入到该神经元的输出的映射）相同。
本章的内容将会通过一系列的实验和理论分析来说明，凝聚现象在非线性训练过程中的普

遍性，比如有以下四点：第一，凝聚现象不依赖于网络的宽度、深度。无论是在无穷宽的神经
网络中，还是在有限宽度的常用神经网络中，我们都可以观察到凝聚现象的发生。这意味着，
凝聚现象不受网络规模的限制。第二，凝聚现象不依赖于网络的结构。全连接网络、卷积网络、
残差连接网络等都会出现凝聚现象。第三，凝聚现象对数据量不敏感。无论网络是过参数化还
是欠参数化，凝聚现象都可以发生。第四，凝聚现象对损失函数和优化算法不敏感。
凝聚现象的普遍性背后隐藏着诸多引导凝聚的结构。事实上，在神经网络训练的各个阶

段，都有引导凝聚的机制。在训练的初始阶段，如果采用小初始化，那么各个神经元在遵循相
同的动力学方程的同时，神经元的初始点又非常靠近，因此不同神经元容易趋于一致。在训练
的中间阶段，神经网络常经历某些鞍点附近。在这些鞍点附近，可以观察到神经网络的输出函
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数和某个等效的小网络的输出函数很相似，这也是一种引导凝聚的方式。这种现象我们会在下
一章详细分析。在训练的末态，网络的全局极小具有特定的几何结构，这种几何结构会促进凝
聚的发生。因此，从训练的初始到末态，神经网络的损失景观中都有引导凝聚的结构。此外，
还有一些正则化的技术也可以引导凝聚，比如 dropout。
凝聚现象和泛化有密切的联系，它是一种有效的控制复杂度的方式。通过让神经元趋同，

凝聚使得宽网络等价于某个窄网络。这使得模型的有效复杂度被降低，有助于防止模型过拟合
训练数据，从而提高模型的泛化能力。
凝聚现象在特征学习中扮演着重要的角色。特征学习是深度学习的关键优势，它允许模型

自动从原始数据中提取有价值的特征。神经网络中的每个神经元可以视为特征提取器，其学习
到的权重决定了它提取的特征。当凝聚现象发生时，同层神经元的函数映射趋于一致，意味着
它们学习到了相似的特征，这会用尽量少的关键特征来捕捉数据当中的重要信息。这样既能
够拟合训练数据，又能够保证好的泛化。此外，凝聚现象有利于增强特征学习的鲁棒性，即使
部分神经元受到噪声影响，其他神经元仍能提供相似特征，从而维持模型性能，有利于提高模
型的鲁棒性和泛化能力。凝聚现象可能使神经网络学习到更有效、更鲁棒的特征，提高模型性
能。但凝聚现象与特征学习的深入关系仍是一个活跃的研究领域，需要更多的理论和实验研究
来进一步探索。
在本章中，我们将首先从实验层面展示凝聚现象的存在。然后，我们将介绍实现凝聚的一

个机制——初始凝聚，并对其进行详细的分析和探索。

科普篇

什么是神经网络的凝聚现象？

凝聚现象是指在神经网络的训练过程中，同层神经元会有趋同的现象。例如，多个神经元
最终可能对同一个输入产生非常相似的输出。尽管神经元一开始是随机初始化的，但通过训
练，它们有趋于一致的倾向。这种现象揭示了神经网络内部有隐式地控制模型有效复杂度的机
制，有助于我们更好地理解神经网络的运作方式。

凝聚现象的普遍性

凝聚现象在神经网络的训练过程中普遍出现，具体表现为以下四点：

• 凝聚现象不依赖于网络的宽度、深度。

• 凝聚现象不依赖于网络的结构。

• 凝聚现象对数据量不敏感。
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• 凝聚现象对损失函数和优化算法不敏感。

为什么凝聚现象很重要？

研究凝聚现象可以帮助我们理解许多神经网络中的重要方面，如非线性、特征学习和泛
化。

• 理解非线性态的行为：在研究神经网络的过程中，我们发现训练过程大致分为两个部分：
线性态和非线性态。在线性态下，神经网络的学习过程很像传统的线性方法（核方法），
可以很好地被频率原则刻画。然而，在非线性态下，神经网络的行为更加复杂，频率原则
只能定性描述，但总体上依然遵循一定规律，例如这时会出现凝聚现象。

• 理解神经网络的泛化能力：凝聚现象和泛化有密切的联系，它是一种有效的控制复杂度
的方式。通过让神经元趋同，凝聚使得宽网络等价于某个窄网络。这使得模型的有效复
杂度被降低，有助于防止模型过拟合训练数据，从而提高模型的泛化能力。

• 理解神经网络的特征学习：神经网络中的每个神经元可以视为特征提取器，其学习到的
权重决定了它提取的特征。当凝聚现象发生时，同层神经元的函数映射趋于一致，意味
着它们学习到了相似的特征，这会用尽量少的关键特征来捕捉数据当中的重要信息。

初始凝聚

在小初始化下，损失函数在训练刚开始时会出现停滞。在这个停滞阶段，神经元的输入权
重方向会趋于一致，即使在初始化时神经元的输入权重方向是完全随机的。我们把这种现象叫
做初始凝聚。

• 实验验证：我们以一个两层的神经网络为例。假设我们有如下的网络结构：

fθ(x) =
m∑
j=1

ajσ(wj · x), (8.1)

其中 σ(·) 是激活函数，wj 是输入权重。我们选择多种激活函数（如 tanh(x)、x tanh(x)、
x2 tanh(x)），并采用小初始化，训练网络拟合某个目标函数，并记录每个神经元在训练
早期的行为。通过余弦相似度热力图可视化神经网络是否发生凝聚，以及凝聚方向的个
数（见图 8.10）。
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8.1 凝聚现象的实验

在本节中，我们将深入探索并展示凝聚现象的各种实验结果。这些实验涵盖了不同类型的
神经网络结构，包括全连接网络、卷积神经网络以及残差网络。我们将从实验结果出发，探索
凝聚现象是如何在神经网络训练过程中发生的。

8.1.1 凝聚的过程

我们先用一个一维的例子展示神经网络训练过程中凝聚是如何发生的。我们选取目标函数
(如图8.1所示) 为

f(x) = −ReLU(x)+ReLU(2×(x+0.3))−ReLU(1.5×(x−0.4))+ReLU(0.5×(x−0.8)), (8.2)

其中 ReLU(x) = max{0, x}。我们采用一个两层的 ReLU 神经网络来拟合这个函数。神经网

图 8.1: (8.2)的函数图像

络的宽度为 m = 100。该神经网络的模型如下：

fθ(x) =
m∑
k=1

akReLU(wk · x) =
m∑
k=1

akReLU(wkx+ bk), (8.3)

其中 wk = (wk, bk)，x = (x, 1)，wk · x = wkx+ bk。
值得注意的是，对于 ReLU 激活函数，每个神经元的参数对 (ak,wk) 可以分离为一个单

位方向特征 ŵk = wk/∥wk∥2 和一个表示其对输出贡献的振幅 Ak = |ak|∥wk∥2, 即 (Ak, ŵk)。
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对于一维输入，由于加入了偏置项，wk 是二维的。因此，我们可以使用每个 ŵk 相对于 x 轴
的 [−π, π) 内的角度 Ω̂k 来表示其方向。即 Ω̂k = arctan( bk

wk
)。

首先，我们来看一下训练过程中损失函数的变化（见图8.2(a)）。我们发现损失函数出现了
多次停滞，这表明训练过程呈现出非常强的非线性。如果模型关于参数是线性的话，例如模型
是 wx+ b，那均方损失函数关于 w 和 b 都是二次函数，有唯一的最小值，是个凸问题。传统
的核方法就是这类凸问题，已经研究得比较清楚了；对于非线性的问题，一般有比较复杂的性
质。
为了更细致地研究非线性训练过程中发生的细节，我们选择了几个时刻，来进一步观察参

数变化的细节。我们选择了初始时刻以及图8.2(a) 中红色圆点对应的六个训练过程中的时刻，
将其训练轨迹展示在图8.2(b) 和图8.3中画出。这些图展示了各个训练阶段的 (Ω̂k, Ak)

m
k=1 的极

坐标散点图。极坐标图中的极径代表 log10(Ak) 的大小，极角 Ω̂k 则代表 ŵk 的方向。其中 Ak

如同之前定义，Ω̂k = acrtan( bk
wk

)。圆点表示 (Ω̂k, Ak) 在当前时刻的分布，实线为对应神经元
模长随时间演化的轨迹。这些时刻对应的神经网络输出在图8.4中展示，其中蓝色五角星表示
真实的训练点数据，红色实线表示模型输出的函数。
如图8.2(b)，在 epoch = 0 时，由于输入权重的初始化是随机的，神经元输入权重的朝向

也各不相同。然而，在图8.3(a) 中 epoch = 100 时，幅值较大的那些神经元的输入权重都已经
凝聚到了某个特定的方向。从图 (a)到图 (f)中，我们可以观察到，随着训练的进行，神经元凝
聚的方向逐渐增多，每个方向上的神经元的模长也逐步增大。形象地说，神经元逐渐“长”出
了凝聚的方向。并且长出新的方向的神经元有两种情况。一种是从幅值很小的那部分神经元长
出来，另一种是从已经凝聚到某个方向且幅值较大的神经元转移过来。训练结束时，如图 (f)
所示，神经元一共“长”出了六个方向。
需要注意的是，当对所有输入 x，wx+ b < 0 时恒成立时，ReLU(wx+ b) 在整个训练过

程都保持为 0，因为梯度恒为 0，参数不会被训练。在该实验设定下，图8.2中标记为五角星的
神经元对所有训练数据都满足 wx+ b < 0，因此这些神经元的输出始终是 0。这些神经元的参
数在训练过程中不会发生变化，不参与到凝聚的过程中。

8.1.2 全连接网络的凝聚现象

在全连接神经网络结构中, 第 L+ 1 层的 mL+1 维输出 hL+1 可表示为:

hL+1(x) = σ(W [L]hL(x) + b[L]),

其中,W [L] ∈ RmL+1×mL 为权重矩阵，b[L] ∈ RmL+1×1 为偏置向量，σ 为激活函数。我们可
将 W [L] 和 b[L] 合并为扩展权重矩阵 W̄ [L] ∈ RmL+1×(mL+1) := (W [L], b[L])，那么 W̄ [L] 包含
mL+1 个 mL + 1 维向量, 我们要观察这些向量是否发生凝聚现象。在一些简单案例中, 例如相
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(a) 损失函数 (b) epoch= 0

图 8.2: 左图为两层 ReLU 神经网络拟合函数(8.2)的训练过程中损失函数的图像，右图为训练
初始时刻 (Ω̂k, Ak) 的分布

图分析章节的两层 ReLU 网络凝聚以及8.1.1节所展示的凝聚过程, 由于输入为一维, 可通过观
察神经元方向特征 ŵk 在极坐标系中的分布来判断是否发生凝聚。

对于高维数据, 无法使用极坐标系。在这种情况下, 我们可以利用余弦相似度来衡量两个
向量之间夹角的大小。
余弦相似度: 两个向量 u 和 v 的余弦相似度定义为

D(u,v) =
u⊺v

(u⊺u)1/2(v⊺v)1/2
. (8.4)

对于一组向量, 我们可以计算出它们之间的余弦相似度矩阵。得到这个矩阵后, 我们按照其最
大特征值对应的特征向量不同分量的大小, 对神经元进行排序。然后, 按照这个顺序绘制向量
之间的余弦相似度热力图。通过观察热力图, 我们可以发现向量之间是否存在凝聚现象。

8.1.3 卷积神经网络的凝聚现象

如图8.5所示, 我们训练了一个仅有一个卷积层加一个全连接层的卷积神经网络，训练数
据是 MNIST（一个常用的小型图像数据集），并采用交叉熵损失作为损失函数，激活函数为
tanh(x)。热力图中的颜色表示不同卷积核的 D(u,v)，输出层使用 softmax，优化器为 Adam，
full batch 训练。卷积核大小 m = 3，学习率为 2× 10−4。训练到训练集准确率达到 100% 结
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(a) epoch=100 (b) epoch=1000 (c) epoch=5000

(d) epoch=10000 (e) epoch=12000 (f) epoch=100000

图 8.3: 两层 ReLU 神经网络拟合(8.2)时神经元随时间演化的 (Ω̂k, Ak) 分布，模长的坐标尺度
为对数尺度

束，此时测试集准确率为 97.62%。
图8.5(a) 和 (d) 分别是训练过程的误差和准确率。图8.5(b) 和 (e) 分别是训练初始和训练

准确率达到 100% 时，卷积核的余弦相似度热力图，其中卷积层共有 32 个通道，卷积核的尺
寸为 3× 3，因此是 32 个 9 维向量两两之间的余弦相似度。图8.5(c) 和 (f) 则分别是训练集和
测试集一共 70000 个数据经过该卷积层得到 70000× 32× 28× 28 的四维张量。我们固定第二
个维度并将其余维度展平得到 32 个 70000× 28× 28 的神经网络输出向量之间的余弦相似度。

从图中可以看出，第一，在训练初始阶段向量之间没有凝聚关系。而在训练完成后，卷积
层及训练数据经过卷积层后均出现了块状结构，发生了明显的凝聚现象，大约凝聚到了两个方
向相反的方向上。第二，图（f）中的块状结构比图（e）中的块状结构更清晰，这表明末态卷
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(a) epoch=100 (b) epoch=1000 (c) epoch=5000

(d) epoch=10000 (e) epoch=12000 (f) epoch=100000

图 8.4: 图8.3对应时刻神经网络的输出

积层输出的凝聚程度强于末态权重的凝聚程度。

8.1.4 残差神经网络的凝聚现象

凝聚现象在残差神经网络中也会发生。我们以深度学习网络模型 ResNet18 为例，展示它
的训练过程中的凝聚现象。ResNet18 是一种应用于视觉任务的卷积神经网络，擅长处理图像
和视频等数据。该网络由 18个可学习参数层（17个卷积层，1个线性层）和批归一化层（Batch
Normalization)、池化层等组成。这些层通过特定的结构——残差块，被有序地组织起来。尽
管 ResNet18 在深度学习模型中规模较小，但它能够在 ImageNet 数据集上达到 top1 准确率
73.16%，top5准确率 91.03%(数据来源https://huggingface.co/timm/resnet18.a1_in1k)。
在残差神经网络中，我们采用与卷积神经网络类似的方式处理卷积核，唯一的区别在于对

于彩色图片的多通道卷积核需要在通道以及卷积核尺寸上全部展平。而对于神经网络的输出，
我们随机选取 256 张训练图片和 256 张测试图片组成一个 512 张图片的批次 (batch)，在这个
批次中进行类似于卷积神经网络的处理来观察各向量之间的凝聚情况。
图8.6中 (a)(e) 和 (c)(g) 的分别为 Resnet18 中第一个卷积层和最后一个卷积层的权重按
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(a) Loss (b) 初始权重 (c) 初始卷积层输出

(d) Accuracy (e) 末态权重 (f) 末态卷积层输出

图 8.5: 小初始化 (卷积层和全连接层初始均服从 N (0, 96−8)) 下单层 CNN 训练后的最终阶段
的凝聚

输出通道展开得到。输出为一个批次的训练数据和测试数据合并通过 Resnet18 卷积层得到的
特征按照通道展开得到。损失函数为交叉熵，优化器为 Adam，训练集批次的大小为 128，测
试集批次的大小为 100，学习率为 10−3。训练结束时训练集准确率为 99.7%，测试集准确率为
92.5%。
我们观察到在训练结束后的最后一层权重和输出, 如图8.6(g) 和 (h) 所示, 与初始时刻如

图8.6(c) 和 (d) 相比, 出现了比较明显的块状结构。这表明神经元在该层展现出一定的凝聚现
象。然而, 并非每一个卷积层都会呈现显著的凝聚现象。如图8.6(e) 和 (f) 所示, 第一层的权重
和输出在经过训练后没有出现明显的凝聚现象。
值得注意的是, 在 ImageNet 数据集上预训练的 ResNet-18 模型中, 我们也观察到类似的

情况。如图8.7(b) 和 (d) 所示, 最后一个卷积层的权重和输出均出现了凝聚现象, 而第一层的
权重和输出 (如图8.7(a) 和 (c)) 则没有表现出那么明显的凝聚现象。
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(a) 第一层初始权重 (b) 第一层初始输出 (c) 最后一层初始权重 (d) 最后一层初始输出

(e) 第一层末态权重 (f) 第一层末态输出 (g) 最后一层末态权重 (h) 最后一层末态输出

图 8.6: 默认初始化下利用 ResNet-18 训练 CIFAR10 数据集过程中的凝聚现象

8.2 凝聚现象的探讨

在本节中，我们将进一步探讨凝聚现象。我们将从定义入手，分析其形成原因，并阐释凝
聚现象与泛化之间的关系。

8.2.1 凝聚现象的定义

在上一节的内容中，我们观察到了一个非常重要的现象：在神经网络的训练过程中，同层
神经元的行为表现出了一种明显的趋同性。这种趋同可以表现在神经元的输出上，即神经元对
输入的响应趋于一致，也可以表现在神经元的权重上，即它们的权重向量在训练过程中趋于一
致。这种同层神经元趋于一致的现象，我们将其命名为“凝聚现象”。在多层网络当中，即使
输入权重不一样，神经元的映射也可以一样，这也是一种常见的趋同现象。
我们给出一个理想的凝聚的示意图。如图8.8所示，虽然在初始化时，各个神经元的输入

权重差异很大 (示意图中连线的粗细与线的类型不同)，但是在经过一段时间训练后，中间隐藏
神经元分成了两类，前两个神经元是一类，后三个神经元是另一类。在每一类中，不同神经元
的输入权重是完全一样的（其对应连线的类型和粗细均相同），因此，它们的输出也是一样的。
这就表明发生了理想的凝聚。需要强调的一点是，凝聚是一个过程。即使最终没有达成理想的
凝聚，但是只要训练过程中神经元有趋同性，它也是凝聚。
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(a) 第一个卷积层权重 (b) 最后一个卷积层权重

(c) 第一个卷积层输出 (d) 最后一个卷积层输出

图 8.7: 利用 ImageNet 预训练的 ResNet-18 模型的凝聚现象。模型参数来源：https:
//huggingface.co/timm/resnet18.a1_in1k

8.2.2 对于凝聚现象的理解

在确认凝聚现象是一个普遍存在的现象后，我们可以从两个方向进一步探索：一是从动力
学或损失景观的角度分析凝聚现象的产生原因；二是探讨我们能否利用这种凝聚现象来更深入
地理解神经网络的泛化性能。
对于凝聚现象的产生原因，我们可以从动力学的角度进行深入研究。神经网络的训练过程

中，神经元的状态会随着时间的推移而变化。这种变化可以被视为一个动力学系统，其中的稳
定性和收敛性质可能会影响神经元是否会发生凝聚。例如，如果神经元的动力学系统存在某种
特殊的稳定点或吸引子，那么神经元可能会向这些稳定点趋近，从而发生凝聚。另一方面，我
们也可以从损失景观的角度进行分析。在神经网络的训练过程中，我们通常希望最小化某种损
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初始化：神经元权重不同 经过训练：发生凝聚

图 8.8: 理想的凝聚现象

失函数，这个损失函数定义了一个损失景观，神经元的状态会在这个景观中进行搜索。如果损
失景观存在某些特殊的吸引区域，那么神经元可能会被吸引到这些区域，从而发生凝聚。
对于凝聚现象对神经网络泛化性能的影响，我们可以从两个方面进行探讨。首先，凝聚意

味着神经网络可以被一个规模更小的神经网络表示。这意味着它的有效复杂度低于它的模型参
数量。如果数据本身不复杂，可以通过凝聚降低复杂度。另一方面，如果神经网络的有效复杂
度过低，可以通过长出新的方向增加模型的表达能力。因此凝聚提供了一种自适应的控制拟合
复杂度的机制，能促进神经网络学到数据的低复杂度拟合。
我们的研究表明，凝聚现象是神经网络非线性动力学的关键现象。通过研究凝聚现象，我

们可以更深入地理解神经网络的行为和性能。

8.3 初始凝聚

初始训练时的动力学行为对整个训练过程至关重要，因为它在很大程度上决定了神经网络
的训练动态以及其最终停留的区域，这会影响神经网络在训练的最终阶段的特性。因此，单独
研究初始训练阶段的行为本身是一个重要的研究方向。
在相图的研究中，我们发现当采用小初始化的时候，网络的训练过程呈现出高度的非线
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性，有很强的凝聚特征。这种凝聚在训练的初始阶段就表现得非常强烈。这种初始阶段的凝聚
可以通过将不同的神经元凝聚到一些特定的特征，使得神经网络对初始化中的随机性的敏感度
降低，即不同初始化的随机种子可以更容易达到相同的效果。在这一章节中，我们将观察神经
网络在小初始化下的初始凝聚现象，并探索初始凝聚现象发生的机制 (Zhou et al., 2022)。

8.3.1 初始凝聚的实验

在实验中，我们观察到了一个有趣的现象。尽管参数初始化是完全随机的，但在训练的初
始阶段，神经网络都会经历一种我们称之为“初始凝聚”的行为。具体来说，在小初始化下，
这种现象会使得某些神经元的输入权重方向趋于一致，即使在初始阶段它们的权重方向是完全
随机的。在本节中，我们将从实验结果出发，仔细观察这种现象。
初始凝聚发生在训练的初始阶段。那什么是训练的初始阶段呢？我们知道，参数全为 0 的

点是两层（多层）神经网络的鞍点。在小初始化下，神经网络的初始值很接近 0，因此也就很
接近鞍点，所以损失函数在训练刚开始时会经历停滞，我们把这个停滞叫做训练的初始阶段。
如图8.9所示，epoch= 100 之前可大致认为是训练的初始阶段。
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图 8.9: 图8.10的损失函数图像
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两层神经网络的初始凝聚现象

图8.10展示了训练初始阶段的凝聚现象。我们使用宽度依次为 5-50-1 的两层全连接神
经网络来拟合从五维函数

5∑
k=1

3.5 sin(5xk + 1) 中采样的 n = 80 个训练数据, 其中 x =

(x1, x2, · · · , x5)⊺ ∈ R5，每个 xk 均匀随机地从 [−4, 2] 中采样。在 epoch = 100 时，我们
画出了热力图，来可视化不同神经元的输入权重之间的余弦相似度。热力图的颜色深浅代表
余弦相似度的大小，横纵坐标代表神经元的索引。图 (a) 到 (e) 使用了不同的激活函数，在图
片的字标题中分别给出。颜色表示 epoch 100 时两个隐藏层神经元输入权重的 D(u,v)。子图
(a,b,d),(c) 和 (e) 的学习率分别为 lr = 10−3, 8× 10−4, 2.5× 10−4。
图中揭示了几个重要现象。第一，无论我们采用何种激活函数，图 (a) 到 (e) 的热力图都

呈现了明显的块状结构，这表明神经元凝聚到了特定的方向上。第二，当改变激活函数时，神
经元凝聚的方向个数也可能有改变。具体来说，在图 (c)、(d)、(e) 中，神经网络凝聚在两个相
反的方向上，即一条线上。在图 (b) 中，神经元凝聚到了两条线上，共四个凝聚方向。而在图
(a) 中，神经元凝聚到了三条线上，共六个凝聚方向。
总结一下，我们观察到了，在训练初始阶段神经元会凝聚到特定的方向上，并且凝聚方向

的个数与网络的激活函数有关。

(a) x2 tanh(x) (b) x tanh(x) (c) sigmoid(x) (d) tanh(x) (e) softplus(x)

图 8.10: 两层神经网络的初始凝聚

多层神经网络的初始凝聚现象

在多层全连接网络和多层残差网络中，都可以发生凝聚。我们这里拿残差网络作为例子
展示凝聚现象。在深度学习中, 经常引入残差连接来克服梯度消失。残差的结构是 hl+1(x) =

σ(Wlhl(x) + bl) + hl(x), 其中 hl(x) 是第 l 层的输出。我们对具有残差连接的六层神经网络

进行实验。训练集为从
d∑
k=1

4 sin(12xk+1) 采样的 80个点,其中每个 xk 在 [−4, 2]上均匀采样。

n = 80,d = 3,m = 18,dout = 1,var = 0.012,lr = 4 × 10−5。为了展示各种激活函数的不同, 我
们分别将隐藏层 1 到隐藏层 5 的激活函数设置为 x2 tanh(x), x tanh(x), sigmoid(x), tanh(x)
和 softplus(x)。我们画出了各个层内，神经元输入权重的余弦相似度的热力图。实验结果如
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图8.11所示。子图中的步数分别为 epoch 1000、900、900、1400 和 1400。
第一,在图8.11中，输入权重在隐藏层 1到隐藏层 5分别凝聚在三条、两条、一条、一条和

一条线上。这表明在神经网络的各个层均发生了凝聚现象。第二，将图8.11和图8.10对比，我们
注意到，尽管网络结构不同、数据点不同、层位置不同，等等，但是只要激活函数相同，那么
该层的神经元的凝聚方向的个数就相同。这表明凝聚的方向个数和激活函数的关系十分紧密。

(a) layer 1 (b) layer 2 (c) layer 3 (d) layer 4 (e) layer 5

图 8.11: 带残差连接的六层神经网络的初始凝聚

8.4 Dropout 促进凝聚现象

Dropout 是一种常用于训练神经网络的技术 (Srivastava et al., 2014), 它能够显著提高模
型的泛化能力。本节将介绍 dropout 如何通过隐式正则化, 来引导凝聚现象的发生。

8.4.1 什么是 Dropout？

Dropout 的基本工作原理是: 对于网络中的每个神经元, 以概率 p 将其输出乘以 1/p, 或者
以概率 1− p 将其输出置零, 并在每次前向传播过程中独立地进行这一随机操作。

具体来说, 考虑神经网络的第 l 层, 其输出为 f
[l]
θ (x) ∈ Rml。在应用 dropout 时，在训练

的每一步开始时，我们首先采样一个长度为 ml 的随机向量 η, 其中每个元素 (η)k 满足:

(η)k =


1−p
p

以概率p

−1 以概率1− p
,

这里 k ∈ [ml] 是 η 的索引。容易验证,η 是一个均值为 0 的随机变量。接下来, 我们通过以下
计算给第 l 层的输出施加 dropout:

f
[l]
θ,η(x) = (1 + η)⊙ f

[l]
θ (x),

其中 ⊙ 表示 Hadamard 积, 即两个同维向量或矩阵的逐元素乘积。在后续的计算中, 我们用
f

[l]
θ,η(x) 替代原来的 f

[l]
θ (x)，作为第 l 层的输出。
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为了简化表示, 我们用 η 统一表示网络所有层上的 dropout 向量。对于给定的输入 x

和噪声 η, 模型 fθ(x) 在 dropout 作用下的输出记为 fdrop
θ,η (x)。相应地, 网络在训练集 S =

{(xi,yi)}ni=1 上的损失函数写为:

Rdrop
S (θ,η) =

1

n

n∑
i=1

ℓ
(
fdrop
θ,η (xi) ,y (xi)

)
= ESℓ

(
fdrop
θ,η (x),y

)
.

without dropout
with dropout
target

1                  0                    1

0.6

0.4

0.2

0.0 有 dropout没有 dropout

图 8.12: 训练有无 dropout 的两层 ReLU 神经网络的实验结果

为了直观理解 dropout 对模型训练的影响, 我们首先在一个简单的回归任务上进行实验。
图8.12展示了一个大初始化（线性区域的设定 (Jacot et al., 2018)）的神经网络在有无 dropout
时的拟合情况。隐藏层的宽度为 1000，所有实验的学习率均为 1 × 10−3。图中蓝色曲线和橙
色曲线分别是有 dropout 及没有 dropout 的神经网络的输出，其中黑点表示目标点。可以看
到, 如果不使用 dropout, 模型倾向于用一个剧烈振荡的曲线去拟合给定的离散点, 这与我们在
相图分析中看到的结果一致。而加入 dropout 后, 神经网络学到的曲线则表现出明显的分段特
征, 暗示模型内部参数可能发生了凝聚。受此启发，在下一节中，我们观察到 dropout 对凝聚
具有促进作用，并以此作为切入点，理解 dropout 的正则化行为。

8.4.2 Dropout 促进神经元凝聚

一维实验

本节我们将在不同的设定下研究 dropout 对神经元凝聚的促进作用, 并尝试解释其产生凝
聚的内在机制。首先, 让我们考虑一个一维函数拟合的简单例子。
如图8.13所示, 我们取目标函数

f(x) = σ(x− 6) + σ(x+ 6),
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图 8.13: 具有 tanh 激活的神经网络在不同 dropout 留存概率下的输出和参数特征

其中 σ(x) = tanh(x)。利用由上述一维函数生成的数据, 我们训练隐藏层宽度为 1000 的 tanh
神经网络, 损失函数为均方误差 (MSE)。所有实验的学习率固定为 1 × 10−3。在 (d,e) 中, 蓝
色和橙色点分别表示训练初期和后期的权重分布。我们均考虑输入层的权重分布。在三层网
络中，我们在两个隐藏层之间和最后一个隐藏层之后都添加了 dropout 层 (图8.13)。为了更
清晰地观察 dropout 对凝聚现象的影响, 我们特意采用了大的参数初始化方式。通过前文的讨
论，我们已经清楚这种初始化本身并不会导致明显凝聚。在相同的初始化条件下, 无论是否使
用 dropout, 训练后的网络都能很好地拟合训练数据。
通过比较训练过程, 我们发现使用 dropout 时网络的损失下降并没有出现明显的停滞期

(图8.13(a))，说明参数没有被困在鞍点附近。此外, 从拟合结果可以看出, 不加 dropout 的网络
输出存在大量震荡 (图8.13(b))，而使用 dropout 的网络则能学到更加平滑的函数 (图8.13(c))。
为了更好地理解 dropout 的作用机制, 我们进一步观察了参数空间的分布特征。
借助相图分析中的方法, 我们可以将每个神经元的参数 (aj ,wj) 分解为单位方向向量

ŵj = wj/∥wj∥2 和一个表示其对输出贡献的振幅 Aj = |aj |∥wj∥2，即 {(ŵj , Aj)}mj=1。我们
对神经网络的参数分布 {(ŵj , Aj)}mj=1 作散点图 (图 8.13(d,e)), 其中横轴表示每个 ŵj 相对于
x 轴的角度，纵轴表示神经元振幅 Aj。为了便于比较, 每个模型的参数进行归一化，使其模长
最大神经元的模长为 1。可以看到，不使用 dropout 时, 训练后的权重分布 (橙色) 与初始分布
(蓝色) 接近；相比之下，在使用 dropout 的情况下，训练后的非零权重向量在某些离散的方向
上形成了明显的聚集，呈现出凝聚的趋势。
下面，我们简单理解一下 dropout 为何引导凝聚。dropout 的基本思想是在每个训练步骤

中随机丢弃一部分神经元，并用同层其他神经元进行补偿。举一个简单的例子, 如果在某次训
练中,某层有一半的神经元被随机遮盖,那这一层的总输出幅值肯定会大幅下降。为了补偿这种
损失,我们会将留存神经元的输出乘以 2,然后再进行梯度下降训练。如果训练收敛到一个稳定
的解, 最理想的情况是那些被遮盖的神经元和留存的神经元在功能上尽量一致, 这样 dropout
的遮盖对网络行为的影响能降到最低。这种具有神经元一致性的网络状态正是我们在实验中所
观察到的凝聚现象。
一个自然的问题是，通过小初始化引导凝聚的方式与 dropout 有何差异？在介绍嵌入原则
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图 8.14: 小初始化下的梯度下降训练 (橙色) 与正常初始化但使用 dropout 的训练 (蓝色) 在损
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时, 我们观察到, 在小初始化设定下，凝聚的发生往往伴随着损失停滞现象, 即在损失函数关于
训练步数的曲线中, 损失值会在某个值附近徘徊很久。从相图分析的视角来看, 我们需要在初
始化权重大小上进行权衡。较小的初始化会使凝聚现象更加明显, 但同时会减慢训练速度; 而
较大的初始化虽然能加快训练, 但会使神经网络的行为趋近于随机特征模型。
相比小初始化, dropout 为我们提供了一种更理想的训练方式, 在不显著增加训练时间的

情况下就能诱导出凝聚现象。例如, 在图8.14(a) 中, 我们对在大初始化中使用 dropout 训练的
模型和在凝聚区域初始化的模型的训练过程及网络输出进行比较。我们发现 dropout 训练 (蓝
色) 在大约 1 × 105 个 epoch 内就能将损失降至 10−5 量级, 远少于小初始化训练 (橙色) 所需
的迭代次数。同时, dropout 训练得到的模型输出也更加平滑 (图8.14(b))。相比之下, 对于具
有大初始化的模型, 如果不使用 dropout, 即便参数规模已经足够大, 最终学到的函数依然存在
明显的震荡, 且不会出现凝聚现象 (图8.13(b))。

8.4.3 Dropout 及其隐式正则化的显式表达

本节我们将给出 dropout 隐式正则化效应的显式表达形式，并说明 dropout 相当于对每
个神经元的输出施加了一个 L2 范数约束。在后面的章节，我们会细致探讨这个显式正则项的
意义，特别是它在引导神经网络凝聚方面的贡献。有关该显式表达式的具体推导过程，请参
见Zhang and Xu (2022)。

为便于分析, 我们考虑一个 L 层 (L ≥ 2) 的全连接网络, 并假设 dropout 层只出现在最
后一个隐藏层 (即第 L − 1 层) 之后。同时, 我们选择均方误差 (mean squared error, MSE)
作为损失函数。在这些假设下, 我们可以将使用 dropout 的模型在数据集 S 上的期望损失
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Eη(R
drop
S (θ,η)) 分解为两项之和:

Eη(R
drop
S (θ,η)) = RS (θ) +R1(θ),

其中 RS (θ) 为没有 dropout 时的标准经验风险, 即 RS(θ) =
1
n

∑n
i=1 ℓ (fθ (xi) ,y (xi))，R1(θ)

则是一个由 dropout 噪声带来的额外正则项, 具体形式为

R1(θ) :=
1− p
2np

n∑
i=1

mL−1∑
j=1

mL∑
k=1

(
w

[L]
j,kf

[L−1]
θ,j (xi)

)2
. (8.5)

这里 w
[L]
j,k 表示最后一层权重矩阵W[L] 的第 j 列、第 k 行的元素，即为最后一层隐藏层第 j 个

神经元的输出权重在第 k 维对应的值,f [L−1]
θ,j (xi) 表示最后一个隐藏层输出向量 f

[L−1]
θ (xi) 的

第 j 个神经元的输出。

8.4.4 正则项对凝聚的影响

在上一节中，我们从正则化项 R1(θ) 可以看出, dropout 正则化对每个神经元的输出施加
了额外的 L2 范数约束。在这一节中我们指出，这一约束与凝聚现象密切相关。为了更直观地
理解 R1(θ) 的作用机制, 我们考虑一个简单的两层 ReLU 网络。具体来说, 我们使用如下形式
的两层 ReLU 网络来完成一维函数的拟合任务:

fθ(x) =
m∑
j=1

ajσ(wj · x) =
m∑
j=1

ajσ(wjx+ bj),

其中 x := (x, 1)⊺ ∈ R2, wj := (wj , bj) ∈ R2, σ(x) = ReLU(x)。为简单起见, 我们设置网络宽
度 m = 2, 并假设网络可以完美拟合由目标函数 σ(w∗ · x) 生成的由 x1,x2 两个数据点构成的
训练集, 记为 o∗ := (σ(w∗ · x1), σ(w

∗ · x2))。我们进一步假设 w∗ · xi > 0, i = 1, 2。将样本上
第 j 个神经元的输出表示为

oj = (ajσ(wj · x1), ajσ(wj · x2)).

在经过充分的训练后, 网络的输出应当等于训练数据点上的目标值, 即

o∗ = o1 + o2.

事实上, 由于神经网络的自由度大于 2，因此有无数种 o1 和 o2 的组合都能很好地拟合 o∗。然
而, 对于使用 dropout 正则化技巧的网络，它们存在额外的 R1(θ) 项会引导训练过程收敛到特
定的解。注意到

∥oj∥22 =
2∑
i=1

(ajσ(wj · xi))2,
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R1(θ) 可以写成
R1(θ) = ∥o1∥22 + ∥o2∥22,

如图8.15所示, 为了最小化 R1(θ)，当模型训练良好时，oj 中垂直于 o∗ 的分量需要相互抵消。
因此，为了让他们的范数和最小，o1 和 o2 必须与 o∗ 平行，此时可以得到 w1//w2//w

∗, 这
正是凝聚现象。

图 8.15: R1(θ) 项促进凝聚现象发生原因的直观示意图

8.4.5 Dropout 与样本量的关系

虽然神经网络在过参数化情况下能够拟合得到泛化误差较小的函数，但要实现较小的泛化
误差，需满足最小样本量要求。Dropout 技术可以有效降低这一最小样本量的需求。为了验证
这一点，我们取目标函数

f(x) = σ(x− 6) + σ(x+ 6),

其中 σ(x) = tanh(x)。我们使用具有 1000 个神经元的两层 tanh 网络来学习这个具有两个神
经元的两层 tanh 网络（教师-学生设定）。教师网络中的自由参数数量为 6，所以恢复目标函数
所需要的最少样本量为 6。如图8.16所示，对于所有实验，隐藏层的宽度为 1000，Adam 优化
器的学习率为 1× 10−4。每个测试误差是随机初始化的 10 次独立试验的平均值。当样本数大
于 6 时，带有 dropout 的模型泛化能力变好，而没有 dropout 的模型泛化能力仍然较差。这
表明，dropout 可以显著降低实际训练中恢复目标函数所需要的样本量。使其更靠近乐观样本
量。因此，dropout 提供了一种简单而有效的方法来降低模型实际训练中恢复目标函数所需要
的样本量，在有限样本量下提高过参数化模型的泛化能力。这个样本量将会在乐观估计章节中
详细展开。

8.5 习题

1. 什么是凝聚现象？

2. 线性模型中是否也会出现凝聚现象？
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图 8.16: 不同 dropout 留存概率下两层 tanh 神经网络的平均测试误差与样本量的关系

3. 凝聚现象与损失函数景观之间有何关系？

4. 凝聚现象与频率原则之间存在怎样的联系？

5. 如何直观理解 Dropout 有助于引导神经元凝聚？

6. 凝聚现象会导致神经元冗余，这是否意味着神经网络存在结构上的劣势？

7. 凝聚现象是如何影响神经网络的泛化能力的？

8. 为何认为凝聚现象在神经网络中具有普遍性？

9. 你认为神经网络的哪种结构特性是导致凝聚现象产生的根本原因？

10. 在相图分析中，若神经网络初始化于线性区域，是否仍会出现凝聚现象？

11. 为何在凝聚现象的理论分析中，通常关注小初始化下的训练初始阶段？

12. 在凝聚现象的实验研究中，为何网络参数初始化时需采用小尺度初始化？

13. 可以使用哪些量化指标来衡量神经元凝聚强度的高低？

14. 为了提升网络性能，是否有必要对凝聚过程进行人为干预？

15. 对于在参数空间中趋于同一方向凝聚的多个神经元，如何用一个神经元进行替代以最小
化对网络输出的影响？请给出该替代操作引入误差的一阶近似估计。

16. 凝聚现象与神经网络的优化过程之间有何关联？

17. 凝聚现象与训练数据的特性之间存在哪些关系？
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18. 是否可以根据训练数据量来预测或估计神经网络中凝聚现象的程度？

19. 对于一个 m 宽的两层 ReLU 神经网络 fθ(x) =
∑m

k=1 akReLU(wkx + bk)，其中 θ =

(ak, wk, bk)
n
k=1,ReLU(x) = max{0, x}。用该网络来拟合 n 个数据点 (xk, yk)

n
k=1。请问为

什么在训练过程中，图8.3中的灰色神经元的权重不改变？请证明它。

20. 在本章的实验中，我们观察到 dropout 可以显著促进神经元的凝聚现象。

(a) 神经元凝聚对模型的泛化能力有何意义？为什么我们希望模型出现凝聚？

(b) 除了实验观察，你能否从直观上解释 dropout 为什么能够引导凝聚？dropout 的随机
遮盖机制起到了什么作用？

(c)设计一个实验来量化 dropout对凝聚程度的影响。描述你的实验设置并讨论可能的结
果。

21. 现在有一个数据集输入有 n 个特征，当我们用小初始化模型去拟合这个数据集后，怎么
判定哪些特征对最终结果影响最大？
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Chapter 9

损失景观的嵌入原则

在深入探究神经网络的复杂性和学习过程时，我们遇到了一个引人入胜的现象——神经元
的凝聚。这意味着一层内不同的神经元在训练过程中有趋同的倾向。正如前一章所讨论的，这
种凝聚现象揭示了神经元在非线性训练过程中所表现出的集体行为模式。这一发现为我们提供
了一个窗口，可以引领我们对一系列深刻的问题进行探讨。
首先，我们注意到在神经网络训练过程中，由于凝聚现象的发生，有效的神经元数量常常

远低于网络的总规模。这引发了一个直观的疑问：如果小规模网络足以捕捉目标函数的复杂
性，为何我们不直接训练一个更小的模型呢？在大网络和小网络都能够充分表达目标函数的前
提下，它们之间存在哪些本质的共同点和差异？此外，为何在训练过程中，我们总能观察到凝
聚方向数量的单调增长？
通过对神经网络非线性动力学的实验研究，我们进一步发现，凝聚现象通常与损失函数的

停滞现象相伴随。损失函数的停滞指的是在训练的某些阶段，损失值下降变得异常缓慢，这通
常意味着训练轨迹出现在临界点附近。所谓临界点是指梯度为零的点，也叫驻点，包括鞍点、
局部极小点和全局极小点等。
在一个两层 ReLU 神经网络的一维函数拟合问题中，当我们将不同宽度的网络训练所得

的损失曲线并置对比时，便观察到了一种令人惊奇的规律。如图 9.1所示，我们发现在小初始
化条件下，尽管网络宽度 m 不同，它们的损失值却在几乎相同的点上发生了停滞，揭示出一
种宽度相似性。这种现象启发我们去思考：不同宽度网络的临界点之间，可能存在着某种本质
上的联系。
然而，我们必须认识到一个关键问题：不同宽度的网络其参数维度亦不同。在这些不同维

度的空间中对比临界点，便是我们面临的挑战。如何在高维参数空间中寻找和定义这些网络之
间的相似性？具体而言，图 9.1是否意味着不同宽度网络中始终存在损失值相同的临界点?
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图 9.1: 不同宽度全连接神经网络的损失曲线图

在接下来的部分中，我们将深入探讨并试图解答上述问题。在 9.1节中，我们将从宽度相
似性的现象出发，探索网络宽度如何影响学习动力学和损失景观的结构，建立损失景观的嵌入
原则。

科普篇

什么是神经网络的嵌入原则？

神经网络的嵌入原则是指一个网络的损失景观会“包含”所有比它更窄的网络的临界点。
这里的临界点是指梯度为零的点，会对训练过程产生显著影响。这里的“包含”并非传统意义
上的几何包含，而是一种函数上的包含，即通过特定的嵌入操作，任何较窄网络的临界点都可
以被嵌入到较宽网络的损失景观中，同时保持输出函数不变。

嵌入原则如何运作？

• 实验验证：在实验中，我们使用不同宽度的神经网络进行训练时发现，它们的训练损失
曲线表现出一致性。具体来说，较宽网络的损失曲线会在训练过程中停滞在与较窄网络
相同的值上，同时输出函数保持一致。这表明宽网络经历了由窄网络嵌入的临界点。

• 理论支持：嵌入原则的理论支持依赖于神经元的“分裂”操作。通过分裂操作，可以将一
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个网络嵌入到更宽的网络中，同时保持输出函数和临界点的特性。具体来说，可以将一
个隐藏层神经元分裂为两个，新神经元的输入权重与原神经元相同，而输出权重则按比
例分配。这种操作逐步地将较窄的网络嵌入到较宽的网络中，保持其输出一致性和临界
点的极值特性。

为什么嵌入原则重要？

• 揭示内在联系：嵌入原则揭示了不同宽度神经网络之间的内在关系，帮助我们理解神经
网络结构的关键特性。它从理论上说明，通过适当的嵌入操作，较窄网络的临界点可以
在较宽网络的损失景观中存在。这个原则具有高度的一般性，其不依赖于具体的训练数
据或损失函数选择，而是与网络结构本身的层结构密切相关。

• 描绘简单偏好：嵌入原则与频率原则和凝聚现象密切相关，共同描绘了神经网络的偏好
简单模式。相比于频率原则，其更加细致，刻画了训练过程中遇到的临界点等行为；相比
于凝聚现象，嵌入原则刻画了一种理想的凝聚状态，虽然理想状态在实验中不一定完全
达到，但可以在训练过程中通过凝聚趋近于这样的状态。

• 拓展到深度上：嵌入原则可以推广到深度上，即更深的神经网络的损失景观也包含了所
有较浅网络的临界点。实验上表明，即使是非常深的网络，在训练过程中也会停滞在与
较浅网络相同的损失值上。这表明了深网络经历了由浅网络嵌入的临界点。深度上的嵌
入原则与之前介绍的宽度上的嵌入原则相结合，提供了关于神经网络损失景观内在层次
结构的完整图景。这一图景有力地支撑了实验中观察到的不同规模大小神经网络之间在
训练和泛化方面的相似性。

嵌入原则有什么用？

嵌入原则的应用有多方面：

1. 优化训练过程：嵌入原则帮助我们理解较宽网络在训练过程中如何经历与较窄网络的全
局最小点具有相同输出的鞍点，以及鞍点处 Hessian 矩阵的特性。这种理解可以优化训
练过程，提升模型性能。

2. 模型压缩和凝聚现象：嵌入原则和网络的凝聚现象密切相关，即大网络可以压缩到小网
络而不改变其输出函数。这对于模型压缩和高效部署深度学习模型具有指导意义。

3. 多种网络架构的通用性：嵌入原则适用于多种常见的神经网络架构，如卷积神经网络
（CNN）、Transformer、ResNet 等，具有高度的普遍性。
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9.1 宽度相似性与嵌入原则

在观察到图 9.1所揭示的停滞现象后，我们不禁产生了一个疑问：不同宽度的网络在损失
停滞点具有相同的损失值，这是否预示着它们在结构层面上存在着某种程度的相似性？

9.1.1 损失停滞点的结构相似性

在本节中，我们将深入研究不同宽度神经网络在特定损失停滞点的输出行为和内部表示。
对于输出行为，我们通过比较不同宽度网络在同一停滞点的输出函数，来揭示网络的外在表
现。如图 9.2(a) 所示，我们选定了一个特定的损失值——宽度为 2 的神经网络在损失函数中
的最小值，然后比较了不同宽度网络在此损失值处对应的输出函数。
对于内部表示，我们可以用和之前章节中类似的方法来可视化。具体来说，对于一维输入

的两层神经网络，如公式 (9.1) 所示:

fθ(x) =
m∑
j=1

ajσ(w
⊤
j x) =

m∑
j=1

ajσ(wjx+ bj), (9.1)

我们可以通过考察每个神经元的参数对 (ak,wk) 来探究网络的内部表示。特别是，对于 ReLU
激活函数，我们将每个神经元的参数分解为单位方向特征 ŵ = w/∥w∥2 和代表其对输出贡献
的振幅 A = |a|∥w∥2，即 (A, ŵ)。由于输入是一维的，w 实际上是包含偏置项的二维向量。因
此，我们采用每个 ŵ 相对于 x 轴的 [−π, π) 范围内的角度来描述其方向，用 A 表示该方向上
的振幅。基于这一表示方法，我们可以将方向相同的神经元的振幅累加，从而形成一个“等效
神经元”，同时忽略那些振幅接近零的等效神经元。如图 9.2(b) 所示，这样的可视化揭示了网
络内部结构的集中趋势。
通过对图 9.2的分析，我们揭示了两个关键发现：

(i) 不同宽度的网络在特定损失值的停滞点达到了输出函数的高度一致性。如图 9.2(a) 所示，
不同宽度网络的输出函数几乎完美重合，这表明损失值相同的停滞点不仅仅是表面的巧
合，而是在输出函数层面展现出了深层次的一致性。

(ii) 独立于网络宽度，所有网络在这些特定的损失值停滞点均显示出了内部参数的显著凝聚
性。如图 9.2(b) 所展示的，不同宽度网络的神经元在两个特定方向上凝聚，并且它们在
这些方向上的振幅也显示出惊人的相似性。这种凝聚性表明，在训练的某些阶段，即便
是宽度较大的网络，其有效的输出表现也可以通过一种内部的参数简化过程来实现，从
而呈现出低复杂度的特性。

这些观察结果表明，宽神经网络可能与窄神经网络存在输出函数一致的临界点，而这些临
界点通常具有低复杂度的特性。临界点是损失景观中非常重要的结构，它们在优化方面有着重

195



(a) 网络的输出函数 (b) 网络的内部表示

图 9.2: 不同宽度的神经网络在宽度为 2 的神经网络最小值点处所对应的输出函数和参数内部
表示图

要研究价值：我们通常希望训练过程能够避开局部最小点，找到全局最小点，并且在众多可能
的全局最小点中，找到那些具有最佳泛化能力的解。此外，临界点在训练过程中也起着核心作
用，例如鞍点——损失景观中的一种关键结构——尽管可能会使训练过程在其附近停滞，降低
训练效率，但它们在某些维度上的极小性质也能吸引训练轨迹，在一定程度上起到了导航的作
用，引导着训练轨迹向着损失函数更低的方向移动，从而在更宏观的层面上对网络的学习路径
和最终的泛化能力产生积极的影响。
此外，图 9.2(b) 表明这些输出函数一致的临界点与我们之前关于凝聚现象的讨论遥相呼

应：凝聚现象指出在适当的条件下，即使是宽度较大的网络，也能通过某种内在的凝聚机制，
在输出行为上近似于更小规模的网络。这些发现促使我们进一步深入挖掘这种相互关联的本
质。

9.1.2 理论框架：嵌入原则

当我们将这些发现放在损失景观的宏观视角下考虑时，就可以得到一个深度神经网络中的
嵌入原则 (严格证明参见 Zhang et al. (2021a)）：

嵌入原则：一个神经网络的损失景观中会“包含”所有比它更窄的网络的临界点。
这里“更窄的网络”指的是深度相同但每层宽度均不大于目标神经网络的网络。这里的

“包含”并非指传统意义上的几何包含，因为不同宽度的神经网络的参数空间是不同的。然而，
这种包含关系在某种意义上是合理的，因为通过一类特定的嵌入操作，任何较窄网络的临界点
都可以被嵌入到较宽网络的损失景观中，同时保持输出函数不变。这种特殊的嵌入操作，我们
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称之为临界嵌入（critical embedding），因为它保持了网络在临界点的特性。
我们将这一概念称为“原则”，是因为它表达了深度神经网络的一种内在属性，这种属性

不依赖于具体的训练数据或损失函数的选择，而是与网络的层结构紧密相关。此外，后面的实
验结果显示，这一原则与深度神经网络的实际训练过程紧密相连：在实际训练中，较宽的网络
会经历一些与较窄网络的全局最小点具有相同输出的鞍点，这可以视作较窄网络的全局最小点
在较宽网络中的嵌入变体。
在我们正式证明嵌入原则之前，让我们先直观地了解证明的关键要素——神经元的“分

裂”操作。通过分裂操作，我们可以将一个网络嵌入到一个更宽的网络中，同时在保持输出函
数不变的前提下，也保持了临界点的特性。
我们首先考虑一步嵌入。如图 9.3所示，我们可以将任何隐藏层神经元（比如图 9.3左侧网

络中的黑色神经元）分裂为两个神经元（图 9.3右侧网络中的蓝色和紫色神经元），这两个新神
经元的输入权重与原神经元相同，而输出权重则按比例 α 和 (1 − α)（α ∈ R 为一个超参数）
分配。多步嵌入是多个一步嵌入的组合。由于每个一步嵌入可以向选择的层添加一个神经元，
因此通过多步嵌入，任何较窄的网络都可以被嵌入到任何宽度更大的网络中，且这一过程不仅
保持了输出函数的一致性，还保持了临界点的极值特性。

embedding

copy

 


split

one-step 





图 9.3: 一步嵌入的示意图

实际上，分裂操作并不仅限于全连接神经网络，具有层结构并且神经元指标具有可交换性
的网络都可以通过分裂操作证明相应的嵌入原则，从而该原则可以推广并应用于多种网络架构
中。在卷积神经网络（CNN）中，分裂操作可以被理解为对卷积核的复制和变换，从而在保持
感受野和功能性不变的情况下增加网络的宽度。对于 Transformer 架构，分裂操作可以类比为
增加注意力头的数量，这样做可以扩展模型的能力，让它在处理复杂的序列关系时表现得更为
多样化。除了分裂操作，确实也存在其他方式来实现网络的嵌入。在后续的内容中，我们将探
讨更多的嵌入操作，这些操作不仅在理论上扩展了我们对神经网络嵌入原则的理解，也为实际
应用中网络设计和训练提供了新的视角和工具。
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9.1.3 嵌入原则和凝聚现象的关系

上面提出的分裂操作和神经网络训练中的凝聚现象高度相关。凝聚现象描述了训练过程中
神经元的趋同，特别地，不同神经元在学习过程中可能会发展出相似或一致的权重方向。这种
现象与图 9.3所示的分裂操作直接相关，分裂操作意味着通过复制一个神经元，我们可以得到
两个具有完全相同输入权重的神经元。
嵌入原则为我们理解神经网络结构的关键特性提供了一个强有力的理论框架。它从存在性

的角度阐述了不同宽度的神经网络如何通过临界嵌入操作相互关联。而凝聚现象，从实验的视
角，展现了这些理论关系在实际训练中的具体体现。这种理论与实践的结合揭示了一个深刻的
洞见：嵌入原则不仅是一个高层次的理论概念，它还能够与神经网络的实际训练过程形成紧密
的联系。这种联系为我们提供了宝贵的洞察力，帮助我们更好地理解和优化深度学习模型的训
练动态。
此外，从嵌入原则的角度出发, 我们可以对凝聚提供进一步的理解。如果一个较大的网络

可以通过对一个较小的网络进行临界嵌入操作而生成, 那么我们可以认为这个较大的网络处于
一种理想凝聚状态。虽然在实验中难以完全达到, 但是神经网络在训练过程中可以经过凝聚趋
近于这样的状态。在这种理解下, 凝聚不仅意味着神经元的趋同性, 而且还意味着网络的可压
缩性。处于理想凝聚状态的大网络可以被压缩到较小的网络而不改变其输出函数。嵌入原则的
发现为建立凝聚现象的理论理解提供了新的思路：可以通过发掘更多的临界嵌入操作，增进对
理想凝聚状态的认识，以帮助设计更好的指标在实验中识别凝聚的发生。

9.1.4 嵌入原则和频率原则的关系

我们已经探讨了两个深刻的神经网络原则——频率原则和嵌入原则。频率原则阐述了神经
网络在学习过程中倾向于首先捕捉目标函数的低频分量，随后逐渐学习高频细节。这一原则体
现了神经网络的频谱学习动态，即从简单（低频）模式开始，逐步过渡到复杂（高频）模式。
而嵌入原则则从参数空间的角度，揭示了宽度不同的神经网络之间临界点的继承关系，说明了
一个较窄的网络可以在其损失景观中找到的临界点，同样可以在更宽网络的损失景观中找到对
应的临界点。
这两个原则都具有高度的普遍性，它们不特定于某种数据分布，且适用于包括卷积神经网

络（CNN）、Transformer、ResNet 等在内的多种常见架构。为了深入理解这两个原则之间的
联系，我们进行了一个实验，使用一个两层、宽度为 500、以 tanh 为激活函数的神经网络来
拟合一个一维目标函数（如图 9.4(b) 中的蓝色虚线所示）。
我们记录了在不同训练时期（Epoch）的输出函数及其频率谱。如图 9.4所展示的，我们从

输出函数（图 9.4(a)）和频率域（图 9.4(b)）两个视角观察了神经网络的学习过程。从图 9.4(b)
可以看出，在训练初期，神经网络的输出在低频区域与目标函数有较好的吻合，随着训练的进
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展，高频部分逐渐与目标函数对齐。在特定的 Epoch，如图 9.4(a) 所示，网络学习到的函数
逐步演进，直至在 Epoch=10000 时，网络先是学到了一个与单个 tanh 神经元对应的输出函
数（图 9.4(a) 从左数第二张图），这实际上是一个较窄网络的全局极小值点，而这个点可以通
过嵌入原则被嵌入到更宽网络的临界点中。这体现了宽网络中的损失景观中包含了窄网络的临
界点。最终，在 Epoch=40000 时，网络成功地拟合了目标函数（对应 3 个 tanh 神经元的全
局极小点）。

(a) 输出函数视角

(b) 频率视角

图 9.4: 两层、宽度为 500 的 tanh 神经网络拟合一维函数时在输出函数和频率两种视角下神
经网络的学习过程图

这个实验不仅展示了神经网络如何逐步逼近复杂函数的过程，也体现了嵌入原则在实际训
练中的作用：宽网络在训练过程中可能会经历那些由窄网络嵌入而来的临界点，从而控制其输
出函数的复杂度。根据频率原则，我们将那些由低频分量主导的函数视为训练网络时隐式倾向
于选择的“简单”函数。而在这里，“简单”函数通过嵌入原则得到定义，即那些属于较窄网
络的临界点对应的函数。神经网络这种先学到由窄网络嵌入的临界函数再学到由更宽网络嵌入
的临界函数现象，与频率原则中的从低频到高频的学习过程是一致的。
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9.2 嵌入原则的深入分析

嵌入原则提供了一个理论框架，为我们揭示了不同宽度的神经网络在理论上可以共享输出
函数的临界点。通过图 9.1和图 9.2，我们观察到宽网络在实际训练过程中确实可能经历这些
窄网络所定义的临界点，这引发了对该现象及其普遍性的进一步探讨。

9.2.1 损失函数停滞现象的频谱分析

为了探讨宽网络在与窄网络在相同损失值的临界点停滞的普遍性，我们采取了一种系统的
实验方法。具体来说，我们对每个宽度的神经网络进行了 100 次独立的实验，每次实验都采
用不同随机种子下的初始化。这样的重复实验设计旨在排除随机性对结果的影响，确保我们观
察到的现象是由网络结构本身的特性所决定的，而非偶然因素的结果。根据上一章中对相图分
析的讨论，我们这里选择了一种特殊的参数初始化策略，确保所有网络的参数初始化都位于凝
聚区域的相同位置。具体来说，这意味着网络的初始状态被设置为具有相似的动力学性质，从
而确保每个网络都从非线性训练区域起步。这种初始化方法的选择是基于对凝聚现象的先前观
察，以及对动力学系统行为的理解。
在每次实验中，我们密切关注损失函数的演化轨迹，特别是记录损失函数在各个小区间内

停留的步数。如果损失函数在某个小区间内停留了异常多的步数，这将在损失函数的演化图中
形成一个明显的“平台”，正如图 9.1所示。通过将不同实验中训练损失函数进行合并统计，我
们构建了一个损失值分布图，如图 9.5所展示。这个分布图的每一行代表一个特定宽度的网络
对应的损失值分布，其中颜色的深浅表示损失值落在特定区间的频率的对数值的大小。
图 9.5的形式类似于物理学中的能谱图，它能够为我们提供损失函数的关键信息。例如，

能谱图中的谱线离散性和有限性能够帮助我们分析损失函数在哪些特定值上发生停滞，以及
不同宽度网络之间的相互关系。在这个能谱图中，纵坐标代表网络宽度的变化，横坐标则是
log10(loss)。我们在区间 [−5, 0] 上等距取 200 个小区间，并记录每个宽度下 100 次实验中损失
值落在每个区间的频数 pi。这样，我们得到了集合 {pi}200i=1，即在 100 次实验中损失值在每个
取值区间的经历次数。为了在图中清晰地展示频数较小的谱线，我们采用了对数尺度来设置颜
色，即使用 log10 pi∑200

i=1 pi
来表示颜色条的强度。直观上，这意味着在 100 次实验中频繁出现的

区间（即损失函数停滞现象发生的区间）会在图中以更亮的颜色标出。
统计分析的结果揭示了一些关键的发现，这些发现增强了我们对不同宽度网络训练过程中

损失函数停滞现象的理解：

(i) 对于特定宽度的网络，不同初始化随机种子下的损失函数展现了显著的一致性。具体而
言，不同实验的损失函数倾向于在特定的损失值上停留较长时间（如图 9.5所示，同一行
中的特定损失值呈现高亮）。这种一致性表明，尽管初始化条件各异，网络的训练动力学
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图 9.5: 不同宽的两层神经网络，100 次训练得到的损失谱图

在某种程度上是可预测的，而且某些损失值似乎是训练过程中的关键“吸引子”。

(ii) 不同宽度的网络在损失函数的停滞模式上显示出相似之处（图 9.5中不同行的高亮位置相
似），但宽网络未必经历所有窄网络嵌入的临界点（图 9.5中显示了一些窄网络高亮而宽
网络未高亮的情况）。因此，尽管网络的规模不同，宽网络确实会经历窄网络中嵌入的临
界点。但具体经历哪些临界点，以及为何经历依然值得我们继续探索。

(iii) 随着网络宽度的增加，损失函数在较小数值上停滞的概率也越大。这一点从图 9.5中可以
明显看出，宽度较大的网络在训练结束时的损失值更小。这个观察结果揭示了宽网络可
能在优化过程中具有固有的优势，暗示了更宽的网络可能更容易逃离鞍点，以达到更小
的损失函数值。

这些观察结果为我们提供了对神经网络训练过程中损失函数停滞现象的新视角，同时也提
示了网络宽度如何影响训练效率和最终性能。
图 9.6展示了上述概念的形象化解释。想象一个旅人从起点出发，目标是到达遥远的城堡，

途中充满了各种挑战和危险。在这个形象化比喻中，由单个神经元构成的网络中的全局最小点
对应的临界点像是一名交警，指引旅人到达第一个里程碑——我们称之为第一个驿站。随后，
一个包含两个神经元的网络中的全局最小点对应的临界点扮演了第二名交警的角色，继续引导
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旅人前往第二个驿站。在实际的训练过程中，旅人可能会跳过某些中间驿站，例如，他可能会
直接被一个包含三个神经元的网络的全局最小点对应的临界点所吸引，从而直接前往城堡。这
个过程中的临界点及指引，构成了一条带有结构性的特殊路径，指引旅人穿越复杂且危险的损
失景观。

初始化参数

3-神经元临界
点

2-神经元临界
点 4-神经元临界

点

5-神经元临界
点

6-神经元临界
点

1-神经元临界
点

跳跃路径

图 9.6: 优化路径在损失景观中的直观示意图

虽然神经网络的损失景观极其复杂，但其层结构带来的特殊性质允许网络在训练过程中逐
渐增加复杂度。这种对参数空间的理解与频率原则对函数空间的理解相一致，即低频部分更容
易被网络捕捉和优化，而高频部分则在训练过程的后期才逐渐被学习。

9.2.2 临界点嵌入后 Hessian 矩阵的特征值分析

嵌入原则保证了任何网络的损失景观都“包含”了所有较窄网络的临界点，在图 9.5中我
们也观察到不同网络在训练过程中会在相同的损失值对应的临界点停滞。进一步，我们可以研
究嵌入前后的临界点之间有什么差异。具体来说，我们有两个很直接的切入点，一是研究它们
的下降方向的个数，也就是 Hessian 矩阵的负特征值个数，显然，下降的方向越多，对优化越
容易；其次，我们可以研究它们的退化程度，也就是 Hessian 矩阵的零特征值个数。
首先，通过实验我们观察了嵌入原则作用下特征值如何变化。我们训练了一个宽度为

msmall = 2 的两层神经网络，目标是学习一组从一维函数采样的数据（见图 9.7(a)）或是 Iris
数据集（见图 9.7(b)）。在损失函数下降缓慢到几乎停滞时，我们认为网络接近临界点，并检
查此时的梯度数值。在图 9.7(a) 中，临界点处的损失函数梯度的 L1 范数大约为 7.15× 10−15，
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而在图 9.7(b) 中为 3.72× 10−13，这些极小的值使我们有理由认为这些点是临界点。
接下来，我们通过一步或两步嵌入将这些临界点转移到宽度为 m = 3和 m = 4的网络中。

如图 9.7所示，每个子图中的辅助虚线是 y = 10−11。在这些子图中，我们将处于临界点的宽度
为 2 的两层神经网络中的一个神经元等分成 k 个神经元（k = 2, 3），其输入权重保持不变，但
输出权重变为原神经元的 1/k。如图 9.7所示，每一步嵌入都在 Hessian 矩阵中引入了额外的
零特征值。更为重要的是，在图 9.7(a)中，m = 2的网络所有特征值均为正（红色原点），表明
训练得到的临界点是局部或全局最小值。嵌入后，出现的负特征值（蓝色三角）将这些点转变
为鞍点。在图 9.7(a) 和 (b) 中，我们观察到负特征值的数量随着网络宽度的增加而增加，例如
观察在辅助虚线以上的部分，(a) 中从 0 增加到 1，再到 2；(b) 中从 3 增加到 5，再到 7。这
个实验说明在嵌入后，Hessian 矩阵的特征值中出现了负特征值，这表明了更宽的神经网络中
相应临界点的变化，以及从这些临界点中逃脱的难度降低，支持了我们在频谱分析中的观察。

(a) 一维合成数据 (b) Iris 数据

图 9.7: 一维合成数据和 Iris 数据集中的临界点所对应的神经网络的 Hessian 矩阵特征值图

实际上，论文 Zhang et al. (2021b) 证明了对于一般的临界嵌入操作，大网络的 Hessian
矩阵的零特征值（退化方向），正特征值（上升方向）和负特征值（下降方向）的个数都不会
减少。我们知道只要存在负特征值方向，一个临界点就不可能是局部最小点。因此，对于一个
小网络的局部最小点，当它被嵌入到更宽的网络中时，由于很可能增加下降方向，它变成鞍点
的可能性很大，而且下降方向的数目越多，训练过程逃离该鞍点就越容易。这种理解与我们在
损失频谱中观察到的现象是一致的，即更宽的网络更容易学习到更小的损失值。
我们的实验和理论分析揭示了神经网络训练过程中的关键现象：较小网络的临界点通过嵌

入操作变换到更宽网络中时，新的临界点会展现出更多的退化方向和下降方向。这意味着在宽
网络的损失景观中，这些嵌入得到的临界点由于退化方向的增加而更有可能吸引训练轨迹。同
时，更多的下降方向也意味着相较于小网络，宽网络更容易将损失函数优化到更低的值。
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9.2.3 简化神经网络的规模

在实际的训练中，神经网络往往不会完全处于理论上的凝聚区域，导致我们难以观察到绝
对的凝聚现象。尽管如此，我们仍可以观察到同层神经元的趋同行为，即不同的神经元趋于彼
此相似，这种趋同可以作为一种控制模型复杂度的机制。
为了探究当神经网络趋近于一个由较小网络嵌入而来的临界点时，我们是否能够有效地缩

减网络规模，我们进行了以下实验。根据嵌入原则，我们预期在较窄网络嵌入得到的临界点附
近，凝聚的神经元组可以被单个神经元替换而不损失网络性能。
这一预测在图 9.8的实验中得到了验证。我们在 MNIST 数据集的 1000 个样本上训练了

一个宽度为 400 的两层 ReLU 神经网络 fθ =
∑m

k=1 akσ(w
T
k x̃)（x̃ = [x⊺, 1]⊺）。在网络训练过

程中，我们发现在图 9.8(a) 中标记为蓝点的位置，损失下降非常缓慢，这表明网络可能接近一
个鞍点。为了分析神经元之间的相似性，我们计算了每对神经元输入权重向量的归一化内积。
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图 9.8: MNIST 训练过程图

如图 9.8(b) 所示，我们画出了不同神经元的输入权重的归一化内积。横坐标和纵坐标表
示神经元序号。位于“低振幅”区域的神经元幅度远低于其他神经元，因此被移除。我们识别
出 58 个神经元组，这些组内的神经元具有至少 0.9 的输入权重向量相似度。对于每个这样的
相似性组 Ssimilar，我们随机选择一个神经元 j，并将其输出权重调整为组内所有神经元输出权
重的加权和，权重由输入权重向量的模长决定。随后，我们移除了该组内的其他神经元。这样，
神经网络的宽度从 400 减少到 58。
我们从调整后的参数 θredu 开始，继续训练简化后的网络。如图 9.8所示，简化后的网络

在几个训练步骤后，损失值停滞在与原始网络在图 9.8(a) 中标记的蓝点相同的值，由图中的
蓝色虚线标记，并在图 9.8(c) 中以蓝点表示。进一步地，我们在 10000 个测试样本上比较了
原始网络和简化网络在相应蓝点处的预测表现，如图 9.8(d) 所示。在该图中，横轴代表原始的
宽网络在 MNIST 中 0− 9 10 个数字上的预测，纵轴代表简化后的小网络在 10 个数字上的预
测。每个格点的颜色代表了两个模型预测结果相同的频率。对角线上的亮点表示两个模型之间
的高预测一致性，总体一致性大约为 98.5%。
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这个实验结果清楚地证明了我们的嵌入原则与真实数据集训练的相关性。简化后的宽度为
58 的神经网络在临界点的表现与原始宽度为 400 的神经网络高度一致，这表明在某些条件下，
我们可以通过减少神经元数量来简化网络的规模而不牺牲太多性能。这为实现更高效的网络提
供了一种可能的途径，并为网络结构优化提供了新的理论支持。

9.3 习题

1. 当不同大小的神经网络在相同的损失值上停滞时，这通常表明训练过程很可能遭遇了什
么样的点？

2. 当我们说“一个大网络的损失景观包含了一个小网络的临界点”时，这里的“包含”具体
指的是什么含义？

3. 为什么宽网络的损失景观中会“包含”所有窄网络的临界点？这里面的关键结构是什么？

4. 嵌入原则与神经网络的泛化能力之间存在怎样的关系？

5. 嵌入原则与参数凝聚现象之间的联系是什么？

6. 嵌入原则和频率原则的关系是什么？

7. 如果更宽的网络保留了更窄网络的所有临界点，它是否一定更容易优化？更宽是否总是
意味着更好？

8. 是否所有窄网络中的局部极小点在宽网络嵌入后都会转化为鞍点？

9. 在优化过程中，神经网络是倾向于被嵌入的临界点吸引，还是趋向于避开这些嵌入的临
界点？

10. 若希望网络训练过程中更容易受到嵌入临界点的吸引，应采用哪些方法？

11. 若希望网络训练过程中能够避开嵌入临界点的吸引，应采用哪些策略？

12. 神经网络参数的对称性如何影响损失景观结构？

13. 如果让你设计一个新的网络架构，你觉得嵌入原则结构是否在设计中是必要的？为什么？

14. 在你所了解的各种神经网络架构中，是否能提出一个反例架构，使其不满足嵌入原则？

15. 嵌入原则是否也适用于不同深度的网络？是否存在一种机制使得“浅层网络的临界点”被
深层网络“保留”？
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16. 临界点处 Hessian 矩阵的特征值与神经网络的优化过程有何关联？

17. 临界嵌入是指什么？它有什么特性？

18. 什么是临界函数？对于一个任意宽度、任意深度的神经网络，给定任意数据，该网络的损
失景观中是否总存在临界函数？

19. 临界流形是什么？它在神经网络优化中扮演什么角色？

20. 考虑目标函数 f∗(x) = tanh(x− 7)+ tanh(x)+ tanh(x+7)，并给定从该目标函数中采样
得到的 n 个数据点集合 S = {(xi, f∗ (xi))}ni=1。考虑一个两层神经网络模型：

fθ(x) =
m∑
j=1

aj tanh (wjx+ bj) ,

其中参数集合为 θ = [aj , wj , bj ]
m

j=1。定义损失景观为：

RS(θ) =
1

n

n∑
i=1

(fθ (xi)− f∗ (xi))
2
.

当 m = 3 时，

(i) 损失景观 RS(θ) 是多少维的函数？

(ii) 是否存在全局最小点使得 RS(θ) = 0？

(iii) 损失景观 RS(θ) 是否为凸函数？

(iv) 是否存在非零损失值的临界点，即满足 RS(θ) ̸= 0？如果存在，有多少个？

(v) 存在多少个临界函数 Fc := {fθ(·) | ∇RS(θ) = 0}？它们分别是什么？

21. 在上个问题的设定下，对于任意宽度 m 的两层神经网络：

(i) 存在哪些临界函数 Fc := {fθ(·) | ∇RS(θ) = 0}？

(ii) 每个临界函数对应的临界流形是什么？其维度有多少？

(iii) 随着网络宽度 m 的增加，这些临界流形及其维数会如何变化？

(iv) 随着网络宽度 m 的增加，临界点处 Hessian 矩阵的特征值将如何变化？
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Chapter 10

乐观估计

在深度学习领域，过参数化是一种常见的做法，它指模型的参数数量超过了训练样本的数
量。一般而言，参数越多，模型的复杂度就越高。根据传统的学习理论，如果模型的参数量超
过了样本量，那么模型很可能会发生过拟合。然而，深度学习颠覆了这一传统观念。神经网络
即使在参数数量远超样本数量的情况下，仍然能够展现出卓越的泛化性能。这种现象被称为
“泛化之谜”。这个谜团引发了我们的思考：我们应该如何理解这种现象？我们又应该如何构建
泛化理论以解释这种现象呢？
在讨论泛化的时候，我们需要综合考虑模型和数据的特性。通常，数据的特性是相当复杂

的。然而，无论数据的特性如何，我们使用的模型始终是神经网络。因此，我们的首要任务是
研究神经网络的拟合特性，然后通过这些特性来理解数据。抽象地说，数据和神经网络就像两
个黑盒子，我们需要先解开神经网络的黑盒子，然后再解开数据的黑盒子。
一个完整的泛化理论应该包括三个要素：数据、优化方法和模型。这个理论需要清楚地解

释这三者如何共同影响泛化性能。由于数据是一个黑盒子，我们需要尽可能地简化和明确数
据，以便更清楚地看到神经网络模型的影响。因此，在实验和理论研究中，我们选择的数据是
从能够被某个小型网络表示的目标函数中采样得到的。这样做的目的是减少数据的复杂性，使
我们能够更直接地观察和理解神经网络模型的效果。
在神经网络的训练过程中，我们常观察到凝聚现象，凝聚现象是非线性系统所特有的，我

们预期它与神经网络的泛化能力有着密切的关系。然而，这种关系并没有被完全明确，我们还
不清楚凝聚现象在泛化中的优势具体体现在哪里。从直观的角度来看，如果在训练过程中出现
了凝聚现象，那么神经网络在训练动力学过程中可以被视为一个更小的网络。如果目标函数能
被这个小型网络所表示，那么我们就有可能仅用很少的样本就能恢复出这个目标函数。凝聚现
象的强度越大，恢复目标函数所需的样本数量就越小。因此，凝聚现象可以帮助神经网络从更
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少的数据中学习到简单的目标函数，从而提升其泛化能力。
在本章中，我们进行了一系列的实验，来探索神经网络学到简单函数的可能性。接着我们

提出了乐观估计的概念，来估计学到简单函数所需的样本量。

科普篇

在机器学习领域，传统的学习理论强调为了达到良好的泛化效果，模型的复杂度不应该太
高。特别地，如果我们增大模型的规模（即复杂度），我们应该额外增加更多的样本以防止过
拟合。然而，在深度学习中实际情况往往与理论背道而驰。即使在模型的参数数量远超样本数
量的情况下，深度神经网络仍能展现出卓越的泛化能力，我们称这一现象为“泛化之谜”。本
章将发展新的“乐观估计”理论框架来探索这种现象背后的深层次机制。

什么是乐观估计？

乐观估计是一种理论工具，用于估算神经网络拟合目标函数所需的最少样本量。它的核心
思想是：考虑最好的情况，将参数的初始化选择在一个理想的点附近，从而最大限度地提升神
经网络的恢复能力。在参数理想点附近，我们通过对模型进行线性近似，得到恢复目标函数所
需的最小样本量，从而作为恢复目标函数所需样本量的下界。尽管乐观样本量是从一种不太实
际的乐观初始化推导出的，但是我们的实验结果表明，无需乐观初始化，只需要小初始化加好
的学习率超参选择，这种由理论推导得到的乐观样本量在实际模型中可以完全达到或者接近。

启发乐观估计的实验现象是什么？

通过一系列实验，我们发现，在矩阵分解模型和神经网络中，恢复目标函数所需的样本量
显著小于模型的参数量。特别地，我们发现增大模型的规模并不需要额外增加同样的样本量来
保持泛化。实验还显示了在不同初始化条件下，神经网络的恢复能力。例如，使用较小的初始
化可以减少恢复所需的样本量，核心的原因就是我们之前章节中提到的凝聚现象。

乐观估计的理论基础是什么？

我们定义了模型秩 Rfθ(θ
′)：

Rfθ(θ
′) := dim

(
span {∂θif(·;θ′)}Mi=1

)
. (10.1)

它表示在给定参数初始化 θ′ 时，模型 fθ 的线性化后的自由度。理论结果表明，模型秩等于线
性恢复目标函数所需的最少样本量。
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乐观估计的应用有哪些？

矩阵分解

我们考虑一个经典的问题：从矩阵的部分观测数据中恢复这个矩阵——即著名的矩阵补全
问题（matrix completion）。对这个问题的分析得出，恢复一个矩阵所需的样本量与其秩有关。
实验表明，低秩矩阵在过参数化情况下恢复所需的样本量等于模型秩 Rfθ(θ

′)。

Rfθ
(M∗) = 2rM∗d− r2M∗ , (10.2)

其中，rM∗ 为目标矩阵M∗ 的矩阵秩。

神经网络

在神经网络模型上，乐观估计展示了出色的适用性。我们发现，对于一个给定的目标函数，
乐观样本量仅与目标函数的复杂度（内在宽度）相关，而与神经网络的实际宽度无关。

定义 1. 内在宽度 k(f∗)：定义为可以表示 f∗ 的神经网络的最小宽度，即 f∗ 可以由宽度为
k(f∗) 的神经网络表示，但不能由任何更窄的神经网络表示。

根据计算，神经网络的乐观样本量为：

RNNm
(f∗) = k(f∗)(d+ 1), (10.3)

其中，k(f∗) 表示目标函数 f∗ 的内在宽度，d 为输入维度。实验结果表明，在超参数调节得当
时，恢复目标函数所需的最小样本量接近乐观样本量。

乐观估计的潜力与挑战

尽管乐观估计为神经网络的泛化之谜提供了合理的解释，其推广和应用仍面临诸多挑战。
首先，如何在实际训练中有效地实现乐观初始化，使得训练过程逼近最佳情况？其次，对于更
复杂的多层神经网络和高级模型（如 Transformer），如何准确估算其乐观样本量？

10.1 量化模型恢复目标函数所需的最小样本量：模型秩

在过参数化下，有很多解使得模型的训练误差为 0，但是其中大部分解的泛化很差，所以
在最差情况下，我们就不能恢复目标函数。但是一些实践经常表明，非线性模型具有在过参数
化下泛化良好甚至恢复目标函数的能力（后面的实验将会看到）。为了解释这些实验现象，我们
提出了一个新的理论框架—乐观估计。它可以从理论上分析恢复目标函数最少所需的样本量。
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在回归问题中，我们使用模型 fθ拟合从目标函数 f∗采样的 n个数据点，目标是恢复 f∗。为
了使“恢复”可行，我们考虑那些能被模型 fθ 表示的目标函数，即 f∗ ∈ F := {f(·;θ)|θ ∈ RM}。
默认情况下，我们均使用梯度下降来解决回归问题：

min
θ

1

n

n∑
i=1

(f (xi;θ)− f∗(xi))
2
. (10.4)

梯度下降收敛到的解被记为 fθ∞，其中 θ∞ 表示收敛时的模型参数。
我们使用线性近似 f(·;θ) ≈ f lin (·;θ) := f∗(·)+∇fθ′(·)T(θ−θ′)来分析在小邻域 N(θ′, ϵ)

中拟合所需的样本量，其中 θ′ ∈ Θf∗，这里的 Θf∗ :=
{
θ | fθ = f∗,θ ∈ RM

}
代表能够恢复目

标函数的参数集合，我们称之为目标集。然后，回归问题 (10.4)变为

min
θ∈N(θ′,ϵ)

1

n

n∑
i=1

(
f lin (xi;θ)− f∗(xi)

)2
. (10.5)

这是一个关于参数 θ线性的问题，f lin (xi;θ)作为 θ的函数位于一个线性空间中，该线性空间就
是由模型 f(x;θ)的切函数张成的空间，其维数是 rank(∇fθ′(·)T) = dim

(
span {∂θif(·;θ′)}Mi=1

)
。

对于这类线性模型（例如经典的线性回归），有多少个独立的参数就需要多少个样本，也即，我
们需要 n = dim

(
span {∂θif(·;θ′)}Mi=1

)
个样本来恢复 f∗。受微分拓扑学中秩的启发，我们将

这个量称为模型秩，对于任何 θ′ ∈ RM 都定义为

Rfθ(θ
′) := dim

(
span {∂θif(·;θ′)}Mi=1

)
. (10.6)

对于非线性模型，在目标集中，不同的点的模型秩可能不一样，我们想从目标集中挑一个
模型秩 Rfθ(θ

′) 最小的 θ′，并在此 θ′ 附近初始化。所以，对于任何函数 f∗ ∈ F，关于 f∗ 的
模型秩定义为 Θf∗ 中的最小秩，即

Rfθ(f
∗) := min

θ∗∈Θf∗
Rfθ(θ

∗). (10.7)

注意，为了方便，我们稍微重复使用了 Rfθ 的记号。它是关于函数的秩还是参数点的秩，取决
于它的输入。上述线性近似的分析仅在 θ′ 的小邻域中才有效，因此我们考虑一种特殊的初始
化方式，称之为乐观初始化: 在目标集 Θf∗ 的一个“最优”点 θ∗ 的邻域中初始化。在乐观初
始化下，拟合 f∗ 所需的样本量为 Rfθ(f

∗)，我们将其称为恢复 f∗ 所需的乐观样本量，它决定
了使用模型 fθ 拟合 f∗ 所需的最小样本量。
尽管基于乐观初始化所导出的乐观样本复杂度在实际应用中看似不切实际，因为在执行

一个具体的机器学习任务之前，目标函数 f∗ 以及其对应的参数集合（即目标集）Θf∗ :={
θ | fθ = f∗, θ ∈ RM

}
通常是未知的，因此我们无法将模型初始化在目标集附近的某个理想

参数 θ∗ 附近。但是神经网络收敛至全局最小值的训练轨迹可以分为两个阶段：训练阶段和收
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敛阶段。在收敛阶段，轨迹位于全局最小值附近。训练阶段的目的可以理解为收敛阶段提供合
适的“初始化”。因此，基于乐观初始化发展出的乐观估计框架为我们理解非线性模型的行为提
供了重要见解，该框架描述了在最好的情况下一个模型恢复目标函数所需的样本量——如果在
乐观初始化下模型都不能恢复目标函数，那么在任何其他更差的初始化方案下也大概率失败。
此外，在前文的章节中我们已经指出，在随机小初始化的条件下，神经网络的训练过程通

常表现出凝聚特性——即大量神经元在训练过程中趋于一致。这一现象意味着，在实际训练
中，即便不采用特定的“乐观初始化”，仅使用常规的随机小初始化，并结合适当的学习率调
节，通常也能够在接近乐观样本复杂度的范围内成功恢复目标函数。这一现象背后的直觉解释
是：凝聚性越强，神经元之间越相似，从而模型秩越低，因此所需的样本数量也越少。在极端
理想的凝聚情形下，模型秩达到最小，此时恢复目标函数所需的样本量便接近理论上的乐观样
本量。事实上，对于结构简单的模型，如矩阵分解模型，其训练动力学天然具备理想的凝聚特
性 (Bai et al., 2024)，因此在后面实验中我们将观察到该模型恰好能够达到乐观样本量。而对
于更复杂的模型（如神经网络），尽管其结构更为复杂，但训练过程中同样表现出高度凝聚性，
因而在实践中通常也能非常接近这一理论界限。理论推导所得的乐观样本复杂度与实验中观察
到的实际性能之间的高度一致性，验证了乐观估计框架的有效性。这表明，乐观样本量不仅是
理论上的一个构造量，更是一个在实践中具备预测能力的、有意义的指标。

例 1. 考虑经典的线性回归模型 f(x;θ) = a1x1 + . . .+ akxk，其中 θ = (a1, . . . , ak) ∈ Rk。假
设目标函数为 f∗(x) = x1，我们来算一下模型秩。∀θ ∈ Rk，我们有 f(x;θ) 关于每个参数 θi

的偏导数 ∂θif(·;θ) = xi，而 {x1, x2, · · · , xk} 作为 k 个函数是线性无关的。此处线性无关的
定义是经典的，即

∑k
i=1 αixi = 0 =⇒ αj = 0, ∀1 ≤ j ≤ k.

根据定义，模型秩就是模型关于参数求导之后得到切函数张成空间的维数，所以模型秩
Rfθ(θ

′) := dim
(
span {∂θif(·;θ)}

M
i=1

)
= k。我们发现，在线性模型中，模型秩是一个常数，不

随 θ′ 变化。

例 2. 对于如下固定偏置的两个神经元的网络 fθ(x) = a1 tanh(w1 ·x+1)+a2 tanh(w2 ·x+1)，
其中参数 θ = (a1,w1, a2,w2),wi ∈ R2, ai ∈ R,x = (x1, x2) ∈ R2。设目标函数为 f∗(x) =

ā tanh(w̄ · x+ 1)。我们考虑能够恢复目标函数的目标集，一共有三种情况：
(1) 两个神经元的权重都取 w̄, 前面的系数 a1, a2 满足 a1 + a2 = ā，即这时的目标集为 1 维的
空间：Q1 = {(a, w̄, ā− a, w̄) : a ∈ R}.
(2) 第一个神经元的权重 w1 取 w̄，前面的系数 a1 取 ā, 另一个神经元的权重 w2 任意，前面
的系数 a2 取 0. 即这时的目标集为 2 维的空间：Q2 = {(ā, w̄, 0,w) : w ∈ R2}.
(3) 第二个神经元的权重 w2 取 w̄，前面的系数 a2 取 ā, 另一个神经元的权重 w1 任意，前面
的系数 a1 取 0. 即这时的目标集为 2 维的空间：Q3 = {(0,w, ā, w̄) : w ∈ R2}.
经过简单的计算得到，在 Q1 和 Q2, Q3 中，模型秩 Rfθ(θ

′) 分别为 3、4、4（留作习题）。
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而乐观样本量是对所有目标集参数的模型秩再取最小值，因此恢复单神经元目标函数的乐观样
本量是 3.

注 18. （1）乐观样本量的上下界：0 ⩽ Rfθ(f
∗) ⩽ M。对于关于参数 θ 线性的模型 f(x;θ)，

例 1 表明其乐观样本量是一个常数，并且就等于参数量 M . 这和我们通常的直观符合，对于线
性模型，我们必须采样 M 个样本才能保证模型恢复目标函数。如果我们一味地增大模型的参
数量，而不相应地增加同样的样本量，模型的泛化就会变得越来越差。但是，对于非线性模型，
如神经网络，例 2 表明其乐观样本量可以小于模型参数量 M。这和我们后面在实验图 10.3 中
看到的现象类似，如果我们增大模型的参数量，恢复目标函数所需的样本量并不需要随模型参
数量的增加而同等程度地增加，而是显著小于参数量。
（2）乐观样本量同时受模型架构 fθ 和目标函数 f∗ 的影响。这与” 没有免费午餐” 定理相符。
该定理指出，不存在一种单一的算法能有效学习所有可能的目标函数，也即一个目标函数的复
杂度必须与尝试学习它的特定模型相关联。在一个模型下看似复杂的函数，在另一个模型下可
能就很简单。模型秩量化了这种架构-目标函数关系，为评估架构选择提供了数学框架。从机
器学习的角度来看，我们的一个目标就是为某类特定类别任务设计最适合的架构。例如，如果
目标函数就是具有局部结构的函数（例如自然图像），那么如后面的实验图 10.3 所示，卷积神
经网络（CNNs）相比全连接网络（FNNs），其样本复杂度（通过模型秩计算）就会显著降低。
(3) 乐观估计给出了有效参数的度量，能够精确地描述非线性回归中的过参数化。传统的过参
数化定义（样本量 n < M）可能会产生误导。例如考虑用 fθ = (θ1 + θ2)x 拟合一个线性函数
f∗(x) = x：尽管有 M = 2 个参数，但这个模型只需要一个样本就能拟合。为了解决这个定义
的局限性，我们借助模型秩将过参数化定义为 n < MI 的情况，其中：

MI := max
θ∗∈RM

Rfθ(θ
∗) (10.8)

这里，MI 代表模型 fθ 的最大有效参数数量。当对所有 f∗ ∈ F，Rfθ(f∗) = MI 时，模型 fθ

在过参数化条件下无法实现拟合。对于关于参数线性的模型，很容易验证模型秩保持恒定（为
MI），这排除了它们在过参数化条件下恢复目标函数的能力。相比之下，非线性模型——如矩
阵分解模型和神经网络——能够在过参数化条件下实现恢复目标函数，展示了非线性所带来的
根本优势。

10.2 乐观样本量和实际实验表现的对比

本节将展示一系列非线性模型的实验。我们重点观察在乐观样本量下，非线性模型能否成
功恢复目标函数。

212



10.2.1 简单的非线性回归模型

首先，我们来看一个基本的线性模型 fL(x;θ) = θ0 + θ1x1 + θ2x2，该模型具有 M = 3 个
参数。考虑任意的 θ′ = [θ′0, θ

′
1, θ

′
2]
T ∈ R3，有 RfL(θ

′) = dim (span {1, x1, x2}) = 3。因此，对
于任何 f ′ ∈ FL := {fL(·;θ)|θ ∈ R3}，我们有 RfL(f

′) = MI = 3。因此，使用模型 fθ(x) 恢复
任何函数都至少要 3 个样本，所以 fL 无法在过参数化的情况下恢复目标函数。同样，我们可
以证明所有的线性模型都具有固定的乐观样本量。因此，所有线性模型都无法在过参数化的情
况下恢复目标函数。这与线性回归的理论是一致的。
当我们对线性模型进行重新参数化为 fNL(x;θ) = θ0 + θ1x1 + θ2θ3x2 时，乐观样本量就会

发生变化。虽然函数空间仍然保持为 FNL = FL，但模型在参数上变得非线性。模型的乐观样
本量估计如下。作为参数空间 R4 上的函数的模型秩为：

RfNL(θ
′) = dim (span{1, x1, θ′3x2, θ′2x2}) =

2, θ′2 = θ′3 = 0,

3, others.
(10.9)

所以模型的有效参数量 MI = 3。通过解决最小化问题 (10.7)，我们得到模型秩作为函数空间
F 上的函数为

RfNL(f
∗) =

2, f∗ ∈ {a0 + a1x1|a0, a1 ∈ R},

3, f∗ ∈ {a0 + a1x1 + a2x2|a2 ̸= 0, a0, a1, a2 ∈ R}.
(10.10)

上述估计表明，非线性模型 fNL 可以使用两个样本在过参数化的情况下恢复 f∗ ∈ {a0 +
a1x1|a0, a1 ∈ R}，但不能对 f∗ ∈ {a0 + a1x1 + a2x2|a2 ̸= 0, a0, a1, a2 ∈ R} 做到过参数化下的
恢复。

(a) fL(x; θ) (b) fNL(x; θ)

图 10.1: 不同目标函数（纵坐标）的平均测试误差（颜色）与训练样本数量（横坐标）的关系。

在图 10.1 中，我们以数据点的均方损失作为损失函数，从小的随机初始化运行梯度下降
来训练这两个模型，模型的参数使用均值为 0 的高斯分布来初始化，高斯分布的方差为 10−8。
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训练数据是从目标函数中随机抽取的一个、两个或三个数据点，纵坐标表示不同的目标函数，
横坐标表示采样的个数。小方块的颜色表示平均测试（泛化）误差，是在随机初始化的 100 次
试验中取平均得到的。
虽然线性模型和非线性模型的函数空间完全相同，但是在“恢复”所需的样本量上，两个

模型差异很明显。我们看到，乐观样本量分析对图 10.1 中的实验现象做到了完美的预测。在
线性模型 fL 的情况下，每个目标函数都需要三个样本才能达到接近 0 的泛化误差。相反，对
于非线性模型 fNL，只需要两个样本就足以恢复目标函数 1、x1 和 1 + x1。这表明，在这个简
单的模型上，乐观样本量作为“恢复”所需的样本量的下界，是可以达到的。

10.2.2 矩阵分解模型

我们考虑一个 fθ = AB 的非线性矩阵分解模型，这个模型在矩阵补全任务中有应用，我
们的目标是从 n个观察到的元素 S =

{(
(is, js),M

∗
isjs

)}n
s=1
中恢复目标矩阵M∗，其中 (is, js)

表示矩阵 M∗ 的行和列的索引。换句话说，我们已知目标矩阵 M∗ 中某些位置的值，我们想
还原M∗ 其他位置的值。

考虑一个非常简单的低秩矩阵补全任务：

M =

[
1 2

3 ⋆

]
(10.11)

如果我们直接设定一个关于参数线性的模型 fθ = W ∈ Rd×d，并从零附近初始化用梯度下降
并最小化以下目标：

min
θ

1

n

n∑
s=1

(
[W ]isjs −M∗

isjs

)2
, (10.12)

W 的第二行第二列的元素拿不到梯度，所以不会被训练，因此一般学不到低秩解。
但是如果我们考虑一个 fθ = AB,A,B ∈ Rd×d 的非线性矩阵分解模型，采用梯度下降并

最小化以下目标：

min
θ

1

n

n∑
s=1

(
[AB]isjs −M∗

isjs

)2
, (10.13)

其中 M∗ ∈ Rd×d，θ = (A,B)，以及 A,B ∈ Rd×d，[AB]isjs 代表取出矩阵 W = AB 第 is

行，第 js 列的数据。在这个非线性模型中，A 的第二行和 B 的第二列都会被训练，所以模型
有可能学到低秩解，从而在只采样 3 个样本的时候就恢复这个秩 1 矩阵。

通过采用标准的乐观估计过程，我们确定任何M∗ ∈ Rd×d 的乐观样本量为：

Rfθ
(M∗) = 2rM∗d− r2M∗ , (10.14)

214



其中 rM∗ = rank(M∗) 是 M∗ 的矩阵秩（证明见Zhang et al. (2023)）。值得注意的是，对于
固定的 d，乐观样本量随 rM∗ 增加而增加。特别是，对于大的 d，秩为 r 的目标矩阵的乐观样
本量为 2rd− r2，这比有效参数量 MI = d2 要小得多。因此，矩阵分解模型可能在过参数化的
情况下恢复低秩矩阵。

图 10.2: 平均测试误差（颜色）与训练样本数量（横坐标）在不同目标函数（纵坐标）上的关
系。

为了研究这个模型在过参数化下是否真的能学到低秩解，我们对 4× 4 的矩阵补全任务做
了实验。通过实验我们发现，如果目标矩阵 M∗ 的矩阵秩相同，那么恢复它所需的最小样本
量就相同（矩阵秩是矩阵列空间的维数）。图 10.2 展示了使用从 1 到 16 的样本量对 8 个目
标矩阵进行拟合的误差。图的横坐标是样本数量，纵坐标是不同的目标矩阵。rank(M∗

2k−1) =

rank(M∗
2k) = k，k = 1, 2, 3, 4。其中 rank 表示矩阵的秩，所有的M∗

i 都是 4× 4 的方阵。颜
色表示代表平均测试误差（训练得到的矩阵和目标矩阵的欧式距离），每个测试误差是对随机
初始化的 50 次实验进行平均得到的。图中的虚线表示平均测试误差突变的位置。
从图中可以看出，当目标矩阵的秩分别为 1、2、3 和 4 时，成功恢复该矩阵所需的样本数

量依次为 7、12、15 和 16。我们注意到，这些样本数量恰好对应于公式 (10.14) 所给出的乐观
样本量。这一乐观样本复杂度有一个直观的解释：它等于秩为 r 的矩阵所具有的自由度数量。
具体而言，对于一个秩为 r 的 d× d 矩阵，其自由度数量为 2rd− r2。以秩为 1 的 4× 4 矩阵
为例，为了唯一确定该矩阵，我们首先需要确定其第一行的 4 个元素（对应 4 个自由度），然
后确定其余三行与第一行之间的比例关系（对应 3 个自由度），因此总共有 4 + 3 = 7 个自由
度。由此可以推广得出，对于任意一个秩为 r 的 d× d 矩阵，其自由度为 2rd− r2。在图 10.2
所示的实验中，我们验证了该理论推导的乐观样本复杂度在实际中是可以达到的。
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10.2.3 神经网络模型

首先，我们考虑一个具有 m 个神经元的两层全连接神经网络，其激活函数为 tanh(x) =
ex−e−x

ex+e−x，神经网络由 fθ(x) =
∑m

i=1 ai tanh(wT
i x)表示，其中 x ∈ Rd,θ = (ai ∈ R,wi ∈ Rd)mi=1。

网络总共有 M = m(d + 1) 个参数。经过计算得到，乐观样本量与目标函数 f∗ 的内在宽度
k(f∗) 有关。

定义 2. 内在宽度 k(f∗)：定义为可以表示 f∗ 的神经网络的最小宽度，即 f∗ 可以由宽度为
k(f∗) 的神经网络表示，但不能由任何更窄的神经网络表示。

对于一个可以由宽度为 m 的神经网络表示的 f∗，其内在宽度 0 ⩽ k(f∗) ⩽ m。f∗ 的乐观
样本量为

RNNm
(f∗) = k(f∗)(d+ 1), (10.15)

实现该乐观样本量的 θ′ 的取法是，先选取 k(f∗) 个神经元来表示 f∗，然后令其他的神经元的
a 和 w 全为 0，此时 θ′ 对应的模型秩就是 k(f∗)(d + 1)。乐观样本量 RNNm

(f∗) 随着内在宽
度的增加线性增加。因此，对于一个内在宽度 k(f∗) ≪ m 的函数，当参数的初始化为乐观初
始化时，我们可以在样本量小于参数量的情况下恢复它。
然后，我们考虑一个具有权重共享的两层 tanh-CNN（见图 10.6），表示为

fθ(x) =

mC∑
i=1

d+1−s∑
j=1

aij tanh
(

s∑
α=1

xj+s−αKi;α

)
, (10.16)

其中 x = [x1, · · · , xd]T ∈ Rd，Ki 是卷积核（也称作神经元），s 是核的大小，aij 是输出权重，
卷积方式为一维卷积。对于每个 i，Ki 有 s 个参数，(aij)

d+1−s
i=1 共有 d+ 1 − s 个参数，所以

对于每个 i，表达式
∑d+1−s

j=1 aij tanh (
∑s

α=1 xj+s−αKi;α) 中有 d+ 1 个参数。所以模型一共有
mC(d+ 1) 个参数。其中 mC 是卷积核的数量，类似于全连接神经网络的宽度。类似于全连接
中定义的内在宽度，我们定义内在核数为：

定义 3. 内在核数 kC(f
∗)：定义为可以表示 f∗ 的卷积网络的卷积核数量的最小值。即 f∗ 可

以由卷积核数量为 kC(f
∗) 的卷积网络表示，但不能由任何卷积核更少的卷积网络表示。

注意，如果卷积网络是权重共享的，那么那些权重共享的神经元被看成一个卷积核。也就
是说，一个卷积核里面，可以包含多个权重相同的神经元。如果权重不共享，那么一个卷积核
里面只有一个神经元。类似与全连接情况，乐观样本量是目标函数 f∗ 的内在核数 kC(f

∗) 的
函数。具体来说，对于任何可以由 mC-核 CNN 表示的 f∗，其乐观样本量为

RCNNmC
(f∗) = kC(f

∗)(d+ 1). (10.17)

因此，一个内在核数 kC(f
∗)≪ mC 的函数可以在过参数化的情况下被卷积网络恢复。
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(a) 不同网络类型 (b) DNN

(c) CNN 无权重共享 (d) CNN 有权重共享

图 10.3: 不同宽度的神经网络（纵坐标）和样本大小（横坐标）在拟合目标函数公式(10.18)时
的平均测试误差（颜色）。

图 10.3 展示了三种不同架构的神经网络在拟合同一目标函数时的平均测试误差。图中的
纵坐标表示网络宽度，横坐标表示样本数量。所使用的目标函数为：

f∗(x) = W ∗[2] tanh(W ∗[1]x), (10.18)

其中 W ∗[2] = [1, 1, 1] 和 W ∗[1] =


0.6 0.8 1 0 0

0 0.6 0.8 1 0

0 0 0.6 0.8 1

 ,x ∈ R4。图 10.3 包含四个子图，

展示了不同架构的神经网络实验结果。

• (a)：对比三种神经网络架构的表现：两层 1 卷积核的 tanh-CNN；两层 1 卷积核但无权
重共享的 tanh-CNN；以及两层、宽度为 3 的全连接 tanh-NN。在 (b)-(d) 中，这些网络
被称为各自架构的 1x。
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• (b)：两层、宽度为 3N 的全连接 tanh-NN，其中 N = 1, 3, 10, 34, 100，并以 Nx 标记。

• (c)：两层、N 个卷积核但无权重共享的 tanh-CNN。

• (d)：两层、N 个卷积核的 tanh-CNN。

在所有实验中，网络参数均从均值为 0、方差为 10−20 的正态分布中初始化，并使用梯度下降
优化，同时对学习率进行微调。训练数据集和测试数据集的输入数据均从标准正态分布中采
样，并使用目标函数计算输出值。训练数据集的大小可变，而测试数据集的大小固定为 1000。
每个实验设定中，学习率在 0.05 到 0.5 之间调整，以优化泛化性能。
图中有许多现象。第一，在（a）中，我们看到,在恢复目标函 (10.18)时，权重共享的 tanh-

CNN 所需样本最少，其次是非权重共享的 tan-CNN，所需样本最多的是 tanh-NN。第二，在
（b）、（c）、（d）图中，我们发现，神经网络具有很强的过参数化下恢复目标函数的能力。比如
（b）图的 100x 的那一行，网络一共有 700 个参数，但是恢复目标函数仅需约 25 个样本。第
三，我们发现，在（b）、（c）、（d）图中，无论网络有多宽，恢复目标函数所需的样本量都在虚
线附近，似乎该样本量与网络的实际宽度关系不大。
注意，在这个实验中，参数的初始化是在 0 附近的小初始化，并不是乐观初始化。也就

是说，即使初始化不在目标集附近，当样本量在乐观样本量附近时，神经网络也能恢复目标函
数。这表明，网络的实际性能与乐观初始化下的网络性能较为接近。

10.2.4 超参数调节在非线性模型中的作用

神经网络有许多超参数可以调节，比如初始化的高斯分布的方差、学习率等等。一方面，
如果这些超参数选择得很不好，网络的泛化误差可能会很差。比如在图 10.4中，我们使用四个
隐藏层的神经网络拟合蓝色星点数据, 网络的每层有 500 个神经元, 激活函数为 Tanh。两张图
的差别在于参数初始化的高斯分布的方差不一致。左图的初始化方差较小，而右图初始化的方
差较大。我们发现，如果初始化的方差很大，那么学到的解会高度震荡，导致泛化误差较差。
另一方面，即使超参数调得特别好，恢复能力也总是有一个上限。比如在前面的矩阵分解问题
中，想要恢复一个秩为 1 的 4× 4 矩阵，无论超参数选得多好，也至少需要 7 个样本才能恢复
目标矩阵。在前面神经网络的实验中，即使初始化非常小，凝聚非常强，我们也需要一定的样
本量才能恢复目标函数。
为了更细致地说明超参数如何影响模型的恢复能力，我们在图 10.5中，展示了本节的简单

任务和矩阵分解任务，在不同的初始化标准差大小（纵坐标）下，均值测试误差（颜色）和训
练样本数量（横坐标）的关系。图 (a) 是用 fNL(x, θ) 拟合 1 + x 的实验结果。图 (b) 是用矩
阵分解模型拟合一个秩为 1的矩阵。黄色虚线表示过渡到乐观样本量的位置。每个测试误差是
对随机初始化的 50 次试验进行平均得到的。我们发现在图 (a) 中，如果初始化的标准差大于
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图 10.4: 一维拟合例子的结果。

10−2，那么恢复目标函数需要 3 个样本点。但是如果初始化的标准差小于 10−3，恢复目标函
数只需要 2 个样本点。图 (b) 中也有类似的现象，即小初始化时，恢复所需的样本量会更少。
但是即使初始化很小，恢复所需的样本量也有一个不能超过的下界。

(a) 用 fNL 来拟合 1 + x1 (b) 矩阵分解，目标函数的秩为 1

图 10.5: 平均测试误差（颜色）与训练样本数量（横坐标）在不同的初始化标准差大小（纵坐
标）上的关系。

10.3 神经网络架构设计的分析：乐观样本量是否增加

从乐观样本量的角度来分析神经网络，我们看到两条重要的性质。
第一个性质是宽度的免费表达能力。在全连接网络和卷积网络中，目标函数的乐观样本量

只与目标函数的内在宽度（或内在核数）有关，与网络的宽度无关。这表明，对于两层层全连
接网络和卷积网络，增加宽度 (或核数)可以增加他们的表达能力，却不会增加乐观样本量。由
于网络实际“恢复”所需的样本量和乐观样本量接近，所以我们可以认为网络“恢复”所需的
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样本量几乎不变。
第二个性质是连接的昂贵表达能力。在表格 10.1中，我们展示了同一个目标函数在不同架

构的神经网络下的乐观样本量。表格中的 mnull = |{(l, i, j)|a∗lij = 0}|表示目标函数中输出权重
为零的数量，FCNN

k 表示能被具有 k 个卷积核的权重共享的 CNN 表示的目标函数的全体。我
们来举个例子算一下不同架构的乐观样本量的差别。假设目标函数 f∗ 满足 f ∈ FCNN

k \FCNN
k−1 ，

并且 f∗ 的输出权重均不为 0，即 mnull = 0。卷积核大小 s = 3，输入的图片大小为 28× 28，
即 d = 28。此时，f∗ 在 CNN、CNN（无权重共享）、全连接网络中的乐观样本量分别是 709k、
6760k、530660k。我们看到，在不同架构下恢复同一个目标函数所需的样本量差别巨大。当目
标函数能被 CNN 表示时，CNN 网络的乐观样本量远小于其他两种架构。图 10.6展示了这三
种网络的架构，图中从左到右依次为：两层全连接网络、无权重共享的卷积网络、有权重共享
的卷积网络。该示意图中的卷积为一维卷积。在图中可以看到，从权重共享的卷积网络到全连
接网络，增加了许多神经元之间的连接。当目标函数能被权重共享的 CNN 表示时，这些新增
加的连接是不必要的。这些不必要的连接尽管增强了神经网络的表示能力，但是它会以牺牲样
本效率为代价。这种特性称就是连接的昂贵表达能力。

Fully-connected Local connectivity：
without weight sharing

Weight sharing

图 10.6: 不同网络结构的示意图。

一般来说，我们将从乐观估计中得到的模型属性称为它们的乐观属性。上面，我们揭示了
两层神经网络的两个乐观属性——宽度的自由表达能力和连接的昂贵表达能力。这些属性提出
了神经网络的两个架构设计原则：(i) 随意添加神经元/核，和 (ii) 限制连接神经元。这两个原
则与常见的做法相符，即人们宁愿扩大宽度（或核数）而不是添加连接来增加神经网络的表达
能力。
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f∗ CNN CNN (无权重共享) 全连接网络

{0} 0 0 0

FCNN
1 \{0} s2 + (d+ 1− s)2 (s2 + 1)(d+ 1− s)2 − (s2 + 1)mnull (d2 + 1)(d+ 1− s)2 − (d2 + 1)mnull

...
...

...
...

FCNN
k \FCNN

k−1 k(s2 + (d+ 1− s)2) k(s2 + 1)(d+ 1− s)2 − (s2 + 1)mnull k(d2 + 1)(d+ 1− s)2 − (d2 + 1)mnull

...
...

...
...

FCNN
m \FCNN

m−1 m(s2 + (d+ 1− s)2) m(s2 + 1)(d+ 1− s)2 − (s2 + 1)mnull m(d2 + 1)(d+ 1− s)2 − (d2 + 1)mnull

表 10.1: 三种架构的乐观样本量。

10.4 习题

1. 什么是宽度带来的“免费表达能力”？为什么称其为“免费”的？

2. 什么是连接带来的“昂贵表达能力”？为什么称其为“昂贵”的？

3. 在给定任务和数据的前提下，什么样的模型可以被认为是“好”的？应如何系统地进行分
析？

4. 乐观样本量与恢复目标函数所需的最小样本量之间有何关系？它们是否总是相等？

5. 在矩阵分解问题中，为何要在乐观样本量下实现有效恢复，小尺度初始化是必要条件？

6. 某些复杂度度量（如函数的光滑性）仅依赖于目标函数本身。乐观估计是否也是这样？

7. 嵌入原则与乐观估计之间存在怎样的联系？

8. 凝聚现象与乐观估计之间有何内在关联？

9. 如何合理度量一个模型的“有效参数量”？

10. 从乐观估计的角度，如何解释卷积神经网络在图像任务中优于全连接网络的表现？

11. 乐观估计理论是如何解释泛化之谜的？

12. 乐观估计理论对神经网络的设计与使用有哪些实际指导意义？

13. 对于非线性模型 fNL(x;θ) = θ0 + θ1x1 + θ2θ3x2，试分析它为什么在小初始化下能以乐
观样本量恢复目标函数。
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14. 对以下模型进行秩分析和乐观样本量估计：

(i) linear model: fθ(x) =
∑n

i=1 aixi

(ii) deep model: fθ(x) =
∑n

i=1 aibixi

15. 当凝聚现象发生时神经网络的 model rank 如何变化?

16. 对于固定偏置的两层神经网络 fθ(x) = a1 tanh(w1 ·x+1)+a2 tanh(w2 ·x+1)，其中 θ =

(a1,w1, a2,w2),wi ∈ R2, ai ∈ R,x = (x1, x2) ∈ R2。设目标函数为 f∗(x) = ā tanh(w̄ ·x)。
则有 Θf∗ = Q1 ∪Q2 ∪Q3 其中

Q1 = {(a, w̄, ā− a, w̄) : a ∈ R}

Q2 = {(ā, w̄, 0, w) : w ∈ R2}

Q3 = {(0, w, ā, w̄) : w ∈ R2}

请计算 θ′ ∈Q1、θ′ ∈ Q2、θ′ ∈ Q3 时，模型秩 Rfθ(θ
′) 的大小。

17. 对于两层神经网络 fθ(x) = a1 tanh(w1x+ b1) + a2 tanh(w2x+ b2)，其中
θ = (a1, w1, b1, a2, w2, b2) ∈ R6，x ∈ R。设目标函数为 f∗(x) = tanh(x+1)。请探究目标
集 Θf∗ 的结构。

18. 对于两层神经网络 fθ(x) = a1 tanh(w1x+ b1) + a2 tanh(w2x+ b2)，其中
θ = (a1, w1, b1, a2, w2, b2) ∈ R6，x ∈ R。设目标函数为 f∗(x) = tanh(x+ 1)，请问：

（i）：f∗ 的乐观样本量是多少？

（ii）：当样本个数恰为乐观样本量时，并且初始化为乐观初始化时，模型 fθ(x) 是否能恢
复目标函数 f∗？请做实验探究一下。

（iii）：当样本个数恰为乐观样本量时，并且初始化为小初始化时，模型 fθ(x) 是否能恢复
目标函数 f∗？请做实验探究一下。

19. 有一个两层神经网络 fθ(x) =
∑m

k=1 akσ(wkx + bk)，其中 θ = (ak, wk, bk)
n
k=1, σ(x) =

sigmoid(x) = 1
1+e−x。网络的宽度 m ≥ 100。用该网络来恢复目标函数 f∗(x) = tanh(x) =

ex−e−x

ex+e−x。请问乐观样本量是多少？

20. 有一个随机特征网络 fθ(x) =
∑m

k=1 ak tanh(wkx + bk)，其中 θ = (ak)
n
k=1, tanh(x) =

ex−e−x

ex+e−x。它与神经网络的区别是，神经元的输入权重 (wk, bk)
m
k=1 不训练，它们的值是由

初始化决定的。假设该随机特征网络的宽度 m ≥ 100，并且 w1 = b1 = 1。用它来恢复目
标函数 f∗(x) = tanh(x+ 1)。请问乐观样本量是多少？
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Chapter 11

解的平坦性

神经网络是一种强大的机器学习工具，但它的内部工作原理却像一片复杂的地形图。由于
神经网络的参数众多且高度非线性，它的学习过程会在一个充满“山峰”和“谷底”的损失景
观中寻找最优解。这些“谷底”就是极小点，代表了神经网络在训练数据上的不同表现。然而，
不同的极小点性能差异很大：有的能让模型表现出色，有的却效果平平。如何区分这些优劣极
小点？一个重要的角度是观察它们周围的“地形”——也就是损失景观的几何结构。
想象一下，损失景观就像一片起伏的山地。有的谷底宽广平坦，像一片开阔的平原；有的

谷底却狭窄陡峭，仿佛深陷峡谷。在平坦的谷底附近，损失函数的变化比较平缓。即使参数稍
有变动，模型的性能也不会剧烈波动，因此表现通常更好。相反，在陡峭的谷底附近，损失函数
对参数的变化非常敏感，哪怕微小的扰动都可能导致性能大幅下降，模型的表现自然不稳定。
因此，研究局部极小点的“平坦度”成了理解神经网络性能的关键。平坦的极小点就像稳

固的“根据地”，能让模型在面对新数据时更稳健；而陡峭的极小点则像“危险地带”，容易让
模型表现不佳。

科普篇

什么是解的平坦性？

解的平坦性指的是在神经网络找到的解附近，损失函数的值变化有多剧烈。想象一下，损
失函数就像一片起伏的山地，“解”就是山谷里的低点。如果这个低点周围的地形很平缓（像
一个宽阔的谷底），那么这就是一个“平坦的解”，损失函数的变化比较温和；如果周围地形很
陡峭（像一个尖锐的坑），这就是一个“尖锐的解”，损失函数变化很剧烈。平坦的解通常意味
着神经网络的性能更稳定，因为即便参数稍微变化，损失也不会大幅波动。

223



什么因素会影响解的平坦性？

• 批次大小 小批次训练往往可以收敛到平坦解，而大批次训练往往会收敛到尖锐解。

• 随机梯度下降的噪音结构 随机梯度下降的噪音大小与损失函数曲率呈现反比关系，这
种特性使随机梯度下降更快的逃离曲率较大的地方，更倾向于选择平坦解。

• Dropout Dropout 的隐式正则化会是神经网络收敛到更平坦的解。

11.1 解的平坦性

解的平坦性用于描述神经网络在找到的解附近损失函数的变化剧烈程度。那么，如何精确
地衡量这种剧烈程度呢？我们先以简单的二次函数 y = ax2 为例进行分析。如图 11.1(a) 所示，
若在 x = 0 附近对函数进行微小扰动，对于 y = x2，函数值变化较为平缓；而对于 y = 5x2，
函数值变化则较为剧烈。因此，对于一维二次函数，其二次项系数的大小可以直接表征解的平
坦性。从数学角度看，二次项系数即为该点处的二阶导数。
当扩展到输入为高维的函数时，二阶导数就是 Hessian 矩阵。此时，如何通过 Hessian 矩

阵刻画解的平坦性呢？以二维函数 f(x, y) = 5x2 + y2 为例，如图 11.1(b) 所示，沿 x-轴方向
的函数值变化显著快于 y-轴方向，表明 x-轴方向的曲率更陡峭。数学上，Hessian 矩阵可以量
化这种差异。对于该函数，其 Hessian 矩阵为：

H =

[
∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y∂x

∂2f
∂y2

]
=

[
10 0

0 2

]
. (11.1)

Hessian矩阵的特征值为 λ1 = 10和 λ2 = 2，分别对应 x-轴和 y-轴方向的曲率。特征值 λ1 > λ2

表明沿 x-轴方向的曲率更大，因此可用 Hessian 矩阵的特征值大小来表征不同方向的平坦程
度。对于更一般的情况，特征值就是函数在对应特征方向上的曲率。
有一种方法是通过损失函数在固定方向上的变化来定义平坦性 (Feng and Tu, 2021)。具

体而言，考虑在极小值点 θt 处，损失函数沿固定方向 pi 的变化，定义为：

Li(δθ) = L(θt + δθpi). (11.2)

基于此，损失函数在方向 pi 上的平坦程度 Fi 定义为：

Fi ≡ θri − θli, (11.3)

其中 θli < 0和 θri > 0分别为损失函数 Li 沿 pi 方向上，左右两侧满足 Li(θ
l
i) = Li(θ

r
i ) = e ·L0

的最近点，其中 e 为自然对数的底，L0 为损失函数在极小值点 θt 处的值。Fi 的值越大，表
明损失函数在 pi 方向上越平坦。
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另一种方法是通过 Hessian 矩阵的最大特征值来表征平坦性。对于不同的极小值点，Hes-
sian 矩阵的最大特征值 λmax 反映了该点处最陡峭方向的曲率大小。通过比较不同极小值点的
λmax，可以有效比较各解的平坦性。λmax 越小，表明该极小值点处的损失函数景观越平坦。也
有研究表明用所有特征值的和，也就是迹，来表征平坦性会更有效。

y = x2

y = 5x2

(a) y = ax2, a = 1和5

x y

(b) f(x, y) = 5x2 + y2

图 11.1: 二次函数示意图

解的平坦性启发了一种理解模型泛化能力的方式。具体来说，如图 11.2所示，当我们只是
找到解的附近，比如数据量不足、受到噪音影响或者训练不充分等，此时，对于平坦极小值点，
损失函数在该点附近变化较缓, 即函数曲面较平坦，因此，平坦解的泛化能力仍然很好。但对
于尖锐极小值点，损失函数在该点附近变化剧烈, 即函数曲面较陡峭，尖锐解对参数的微小变
化非常敏感, 因此泛化性能较差。

图 11.2: 平坦解与尖锐解对泛化能力影响的概念草图。图片来源Keskar et al. (2016)
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表 11.1: 在表列出的 6 个网络上, 使用小批量和大批量变体的 ADAM 的性能。来源Keskar
et al. (2016)。

网络结构 训练精度 测试精度
小批量 大批量 小批量 大批量

F1 99.66% ± 0.05% 99.92% ± 0.01% 98.03% ± 0.07% 97.81% ± 0.07%
F2 99.99% ± 0.03% 98.35% ± 2.08% 64.02% ± 0.2% 59.45% ± 1.05%
C1 99.89% ± 0.02% 99.66% ± 0.2% 80.04% ± 0.12% 77.26% ± 0.42%
C2 99.99% ± 0.04% 99.99% ± 0.01% 89.24% ± 0.12% 87.26% ± 0.07%
C3 99.56% ± 0.44% 99.88% ± 0.30% 49.58% ± 0.39% 46.45% ± 0.43%
C4 99.10% ± 1.23% 99.57% ± 1.84% 63.08% ± 0.5% 57.81% ± 0.17%

11.2 批次大小对解的平坦性的影响

在训练深度神经网络时,人们发现使用的随机下降算法中用的批量大小（batch size）不同,
模型的泛化性能存在显著差异。使用较小批量时, 模型往往具有较好的泛化性能, 能够在测试
数据上获得较高的准确率; 而当使用较大批量时, 模型在相同的测试数据上的泛化性能则会显
著下降。如表11.1中，列出了六种网络结构的结果，F1 和 F2 是全连接网络，剩下的四个是卷
积网络。用小批量（批量大小是 256）明显比用大批量（全部数据量的 10%）的泛化性能要好。

令人费解的是, 无论使用大批量还是小批量, 模型在训练集上的性能都很好, 训练损失函数
的值相差无几，但在测试集的性能上有明显的差别，Keskar et al. (2016) 对这一现象进行了深
入研究和分析。

Keskar et al. (2016) 发现, 批量大的训练方法往往收敛到损失函数的尖锐极小值点, 而小
批量训练方法则更有可能收敛到平坦的极小值点。如图 11.3，展示了 VGG 网络在 CIFAR100
的结果。在参数空间，考虑 θ = αθL + (1− α)θS 对应的损失值和准确率，其中 θL 和 θS 分别
是大批量和小批量的结果。从图中可以看出，小批量的解的邻域看起来更平坦，而大批量的解
的邻域明显更尖锐。

11.3 随机梯度下降对解的平坦性的影响

批次大小对解的平坦性有重要影响，那么随机梯度下降对于解的平坦性又有何影响呢？
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图 11.3: 一维参数曲线图 (左垂直轴对应交叉熵损失, 右垂直轴对应分类精度; 实线表示训练数
据集, 虚线表示测试数据集); α = 0 对应小批量极小值解, α = 1 对应大批量极小值解。图片来
源 Keskar et al. (2016)。

11.3.1 随机梯度下降噪音结构的重要性

在深度学习模型的优化过程中, 随机梯度下降 (Stochastic Gradient Descent, SGD) 是一
种被广泛使用的优化算法。随机梯度下降的噪音结构对模型泛化性能有着重要影响。Zhu et al.
(2018) 的研究表明, 不同的随机噪音结构会导致模型性能有显著差异，随机梯度下降的噪音具
有非常特殊的结构，与损失景观的 Hessian 矩阵具有强相关。
随机梯度下降的更新规则可以写为:

θt+1 = θt − η∇L(θt) + ηϵt, ϵt ∼ N (0,Σtsgd) (11.4)

其中 η 为学习率，Σtsgd 为 SGD 噪音的协方差矩阵, 具有非各向同性的结构。而梯度 Langevin
动力学 (Gradient Langevin Dynamics, GLD) 可以看作是随机梯度下降的一个变体, 其更新规
则为:

θt+1 = θt − η∇L(θt) + ηϵt, ϵt ∼ N (0, σ2
t I) (11.5)
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其中噪音项服从各向同性的高斯分布。
图11.4展示了几种不同的优化方法在 SVHN和 CIFAR-10数据集上的性能对比,这些方法

的噪音结构总结于表11.2。其中随机梯度下降表现出了最佳的测试精度, 而其他几种优化方法
如 GD、或者含不同噪音结构的 GLD 变种测试精度显著低于随机梯度下降。这说明随机梯度
下降噪音的特殊噪音结构是其泛化性能优于其他优化方法的关键。Zhu et al. (2018) 发现 Σtsgd

和损失景观的 Hessian 矩阵 Ht 具有一定的对齐，他们的结果显示 HtΣtsgd 明显大于 Ht 与一
个各向同性的协方差矩阵（特征值为 Σtsgd 的特征值的平均值）的乘积。

Dynamics Noise ϵt Remarks
GLD constant ϵt ∼ N (0, ϱ2t I) ϱt is a tunable constant.
GLD dynamic ϵt ∼ N (0, σ2

t I) σt shares the same magnitude with Σtsgd.
GLD diagonal ϵt ∼ N (0, diag(Σtsgd)) diag(Σtsgd) is the diagonal of Σtsgd

表 11.2: 不同优化方法的噪音结构。表格来源Zhu et al. (2018)

图 11.4: 不同优化动力学方法在 SVHN(左) 和 CIFAR-10(右) 数据集上的性能对比。图片来源
于Zhu et al. (2018)

11.3.2 随机梯度下降噪音与解的平坦性的关系

为何随机梯度下降的噪音结构如此特殊？Feng and Tu (2021) 进一步研究发现, 随机梯度
下降噪音的方差与损失函数的曲率呈现一种反比关系。按照式 (11.3)定义解的平坦性。
取 pi 为 Σtsgd 的第 i 个特征值对应的特征方向，σ2

i 是刻画噪音在 pi 方向的方差。如
图11.5所示, 该实验在一个简单的全连接神经网络上进行, 该网络有两个隐藏层, 每层包含 50

个神经元, 用于使用 MNIST 数据库进行分类任务。B 是批次大小，α 是学习率，随机梯度下
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降噪音的方差 σ2
i 与损失函数的平坦度 Fi 呈现出一种幂律的反比关系:

σ2
i ∼ F

−ψ
i (11.6)

其中 ψ 在不同的超参数设置下均接近 4。这表明, 在损失函数较为平坦的方向上, 随机梯度
下降噪音的方差较小; 而在损失函数较为陡峭的方向, 随机梯度下降噪音的方差则较大。这种
随机梯度下降噪音与损失函数曲率的自适应耦合, 使得随机梯度下降能更快地逃离尖锐的极小
值, 从而更倾向于收敛到宽阔平坦的极小值, 这可能是其泛化性能优异的原因之一。

图 11.5: 随机梯度下降噪音的方差与损失函数平坦度的反比关系，图片来源Feng and Tu (2021)

11.3.3 随机梯度下降隐式正则化的理论分析

Smith et al. (2020) 从等效梯度流的角度分析，发现随机梯度下降等效于在梯度流上加了
一个正则化项。假设 L(θ) 是原始的损失函数，∇L(θ) 为其梯度，η 为学习率，m 为每个批次
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内的 minibatch 的数量，L̂i(θ) 为第 i 个 minibatch 对应的损失函数。新的正则化项可表示为:

η

4m

m−1∑
i=0

||∇L̂i(θ)−∇L(θ)||2. (11.7)

由于每个批次都是随机采样的，因此，E(∇L̂i(θ)) = ∇L(θ)。这等价于在训练过程中，找到一
个解，使得不同 minibatch 之间的梯度的方差最小。

事实上，这和我们前面提到的 Dropout 可以在一个框架下理解。若是在训练过程中随机
丢掉一些部分，并用其它部分弥补，那训练过程就会使得弥补的部分和丢掉的部分尽量相同。
对于 Dropout，丢掉的是神经元的输出，因此需要用同层神经元的输出进行弥补，所以训练的
结果是使同层神经元的输出趋同，也就是凝聚现象。而对于随机梯度下降，丢掉的是部分样本
的损失函数的梯度，用其它样本的损失函数的梯度来弥补（通过计算平均值），所以训练结果
会让不同批次带来的梯度的差异尽量的小。一个平坦的解是可以做到这样的效果，因此，这个
正则化项也为随机梯度下降为什么倾向于找到平坦的解提供了一个解释。

11.4 Dropout 对解的平坦性的影响

在本节中，我们研究 dropout 得到的损失最小值对应的损失景观平坦性。

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00
0.2

without dropout
with dropout

lo
ss

0.20.0

没有 dropout

有 dropout

图 11.6: 训练有无 dropout 的两层 ReLU 神经网络的实验结果。图片来源 Zhang and Xu
(2022)。

为了公平比较不同模型之间的平坦度，我们采用Li et al. (2017) 中使用的方法. 如下所示。
我们使用函数 L(α) = RS (θ + αd) 来获得的最小值周围的损失景观，即在方向 d 上，变换 α

的值，看损失函数的值变化。
我们先在一维简单例子上验证 dropout 对平坦性的效果。我们使用宽度为 1000 的 ReLU
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表 11.3: Dropout 对模型准确性的影响

网络结构 数据集 有 dropout 没有 dropout
FNN MNIST 98.7% 98.1%
VGG-9 CIFAR-10 60.6% 59.2%

ResNet-20 CIFAR-100 54.7% 34.1%
Transformer Multi30k 49.3% 34.7%

全连接神经网络来拟合目标函数，如下所示，

f(x) =
1

2
σ(−x− 1

3
) +

1

2
σ(x− 1

3
),

其中 σ(x) = ReLU(x). 我们使用 Adam 训练网络，学习率为 1× 10−4。我们使用大初始化参
数，θ ∼ N

(
0, 1

m0.2

)
，其中 m = 1000 是隐藏层的宽度。

从图 11.6中容易看到，对于使用 dropout 的网络，其最小值点附近的损失景观更加平坦。
下面，我们着眼于更复杂的任务，并比较添加与不添加 dropout 层网络的平坦性及其泛化能
力。
对于图 11.7 中所示的所有网络结构，dropout 提高了网络的泛化性并找到更平坦的最小

值。在图 11.7(a, b)中，对于有和没有 dropout层训练的网络，训练损失值都接近于零，但它们
的平坦度和泛化能力仍然不同。在图 11.7(c, d) 中，由于数据集（即 CIFAR-100 和 Multi30k）
以及网络结构（即 ResNet-20 和 Transformer）的复杂性，具有 dropout 的网络难以实现零训
练误差，但带有 dropout 层的网络依旧能找到更平坦的最小值，具有更好的泛化能力。不同网
络的准确率如表11.3所示。
详细设定如下：图 11.7(a)表示 FNN在 MNIST数据集上进行训练。具有 dropout层的模

型的测试精度为 98.7%，而没有 dropout层的模型的测试精度为 98.1%。图 11.7(b)表示使用前
2048个示例作为训练数据集，在 CIFAR-10数据集上训练 VGG-9网络。具有 dropout层的模
型的测试精度为 60.6%，而没有 dropout层的模型的测试精度为 59.2%。图 11.7(c)表示使用所
有示例作为训练数据集，在 CIFAR-100 数据集上训练 ResNet-20 网络。具有 dropout 层的模
型的测试准确度为 54.7%，而没有 dropout 层的模型的测试准确度为 34.1%。图 11.7(d) 表示
使用前 2048 个示例作为训练数据集，在 Multi30k 数据集上训练 Transformer。具有 dropout
层的模型的测试准确度为 49.3%，而没有 dropout 层的模型的测试准确度为 34.7%。
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(b) VGG-9 的损失景观
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图 11.7: 使用或不使用 dropout 层获得的不同网络结构的解的损失景观一维可视化。图片来
源 Zhang and Xu (2022)。

11.5 稳定边缘现象 (Edge of Stability)

训练稳定性是神经网络训练过程中的一个关键考量因素。不稳定的训练通常会延长训练时
间，甚至影响模型的收敛性。在参数空间的平坦区域，由于函数值在参数附近变化较为平缓，
可以采用较大的学习率以加速训练；而在陡峭区域，函数值变化剧烈，只能使用较小的学习率
以确保稳定性。那么如何定量地描述平坦性与学习率之间的关系呢？
我们首先考虑一个简单的二次函数：

f(x) =
1

2
λx2 (11.8)

其中 λ > 0 是一个常数。如果我们使用梯度下降法 (Gradient Descent, GD) 来优化这个函数，
更新规则为：

xt+1 = xt − η∇f(xt) = (1− ηλ)xt (11.9)

其中 η 是学习率。为了保证收敛性，我们需要 |1− ηλ| < 1，即：

0 < η <
2

λ
(11.10)

这个不等式给出了 GD 的稳定性条件：学习率不能超过 2/λ，否则优化过程将发散。
在11.1节中提到，我们可以用 Hessian 矩阵的最大特征刻画神经网络局部极小点附近损失

景观的平坦程度。类似地，GD 的稳定性条件变为：

0 < η <
2

λmax
. (11.11)

如果学习率超过这个阈值，优化过程就会变得不稳定，表现出剧烈的震荡。在神经网络的训练
中，锐度经常会保持在边缘 2/η，这种现象被称为 “稳定边缘”(Edge of Stability, EoS)。
吴磊、马超、鄂维南在 2018 年的一项研究 (Wu et al., 2018) 中，首次系统地探讨了深度

神经网络训练中的稳定边缘现象。表11.4是文中对不同数据集在不同学习率训练末期锐度的平
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均值和标准差的实验结果。每个实验重复 5 次, 每次使用独立的随机初始化。表中第四行显示
了根据理论预测的最大可能锐度。他们观察到神经网络在训练末期，大部分情况下，学习率和
2/λmax 非常接近，这说明此时优化过程已经处于稳定边缘。

η 0.01 0.05 0.1 0.5 1 5
FashionMNIST 53.5 ± 4.3 39.3 ± 0.5 19.6 ± 0.15 3.9 ± 0.0 1.9 ± 0.0 0.4 ± 0.0

CIFAR10 198.9 ± 0.6 39.8 ± 0.2 19.8 ± 0.1 3.6 ± 0.4 - -
prediction 2/η 200 40 20 4 2 0.4

表 11.4: 不同学习率下 GD 算法得到的解的锐度，表格来源 Wu et al. (2018)

Cohen 等人在 2020 年的一项研究 (Cohen et al., 2020) 中，进一步揭示了稳定边缘现象
的普遍性。他们在多个数据集和网络架构上进行了实验，结果如图11.8所示，横轴为训练步数，
纵轴为锐度，虚线标记了 2/η。在三种不同的架构上, 可以观察到锐度上升到 2/η(用相应颜色
的水平虚线标记), 然后在这个值附近波动, 或者略高于这个值。

图 11.8: 梯度下降通常发生在稳定性的边缘。图片来源Cohen et al. (2020) 图 1

稳定边缘现象对深度学习理论和实践都有重要的启示。首先，它表明深度神经网络的优化
过程并非总是平稳的，而是经常处于一种动力学临界状态。这种状态既不像传统的凸优化那样
单调收敛，也不会完全发散，而是表现出介于二者之间的复杂动力学。其次，稳定边缘现象提
醒我们，在选择学习率时要格外小心。一方面，学习率不能太小，否则训练速度会很慢，而且
找到的解也可能很尖锐；另一方面，学习率也不能太大，否则会导致不稳定。要想在二者之间
取得平衡，就需要对问题的结构有更深入的理解，并根据具体情况进行调参。稳定边缘现象是
一个被清晰刻画的现象，揭示了深度学习优化过程的复杂性。
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11.6 习题

1. 随机梯度下降噪音的方差与损失函数的平坦度有什么关系？

2. 考虑函数 L = 1
2
λθ2, 为什么当学习率太大时，梯度下降会带来训练的不稳定性？同样考

虑这个函数，如果采用 Adam 算法，随着学习率增大是否还会有不稳定性？

3. 如果要量化或者衡量一个解的平坦程度，有哪些常见的方法？

4. 本章中提到了几种影响解的平坦性的因素，请你列举并简要说明它们是如何影响的。

5. 请用你自己的话解释一下，什么是神经网络损失景观中 “解的平含性”？为什么说平坦的
解（flat minima）通常比尖锐的解（sharp minima）更好？

6. 为什么说 “小批次 (small batch)训练倾向于找到平坦的解”？请从随机梯度下降的角度深
入解释一下这个现象。

7. 本章提到 SGD的噪音结构是其泛化性能好的关键。请你对比一下 SGD和梯度 Langevin
动力学（GLD）的噪音，解释 SGD 噪音的 “特殊性” 体现在哪里？

8. 本章从 “隐式正则化” 的角度解释了为什么 SGD 会寻找平坦解。请你复述一下这个理论，
并解释为什么最小化“不同 minibatch 之间的梯度方差”会导向一个平坦的解？

9. 本章中提到了 “稳定边缘 (Edge of Stability)” 现象，即训练后期网络的锐度 (λmax) 会接
近 2/η, (η 是学习率）。这个现象对我们进行模型训练有什么实际的指导意义？

10. 假设你正在训练一个模型，发现它的训练集准确率很高，但测试集准确率却不理想，两
者差距很大（即泛化能力差）。基于本章的知识，你会从哪些角度去分析和解决这个问题？

11. 文章主要通过 Hessian 矩阵的特征值来衡量“锐度”。你认为这种度量方式有没有什么潜
在的局限性？

12. 文档中展示了 Dropout 可以帮助网络找到更平坦的解。请你从隐式正则化的角度，尝试
解释 Dropout 的工作机理。它和随机梯度下降（SGD）寻找平坦解的机理有何异同？

13. 稳定边缘 (EoS) 现象表明，在使用固定学习率的梯度下降中，损失函数的锐度 (λmax) 会
自发地上升并维持在稳定边界 2/η附近，而不是持续下降以寻找尽可能平坦的解。请你尝
试解释一下，为什么优化过程不会倾向于寻找一个远比 2/η更平坦的解（即 λmax < 2/η）？
这种现象揭示了梯度下降在非凸优化中的什么深刻特性？
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14. 小批次训练和 Dropout 都被证明可以引导模型找到更平坦、泛化能力更好的解。在实践
中，如果你的算力资源有限，必须在 “使用更小的批次（这会增加训练总时间）” 和 “引
入或增强 Dropout（这会增加每次迭代的计算量并可能减慢收敛）” 之间做出权衡，你会
如何选择？请阐述你的决策依据，并分析这两种方法在“塑造”损失景观方面的潜在差
异。

15. 现代深度网络（如 ResNet）中广泛使用批归一化（Batch Normalization）。BN 本身也依
赖于批次（batch）的统计量。你认为 BN 的存在，会如何影响 “小批次训练倾向于找到
平坦解” 这一现象？它会增强、削弱还是以更复杂的方式改变这种效应？
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Chapter 12

锚函数: 研究语言模型的一类简单函
数

近年来，大语言模型（Large Language Model, LLM）取得了巨大的成功，在自然语言处
理领域发挥着越来越重要的作用。这些模型在机器翻译、文本摘要、问答系统、情感分析等众
多任务中都有广泛的应用。
目前，基于 Transformer 架构 Vaswani et al. (2017) 的语言模型已经成为了一种重要的范

式。Transformer 模型通过自注意力机制（self-attention）来捕捉单词之间的长短距离依赖关
系，相比传统的循环神经网络（RNN）和长短期记忆网络 (LSTM)，Transformer 结构能更好
地支持并行化计算，处理更长的文本序列。

GPT 系列模型 Brown et al. (2020); OpenAI (2023) 展示了语言模型在文本生成、对话、
问答等任务中的惊人能力。通过持续扩大模型规模和训练数据量，GPT 等大型语言模型表现
出了接近人类水平的语言理解和生成能力，引起了学术界和工业界的广泛关注。
尽管语言模型取得了令人瞩目的成就，但我们对其内部工作机制的理解还相对有限。语言

模型究竟如何学习和表征语言知识，如何在下游任务中进行迁移和泛化，这些问题仍有待进一
步探索。因此，深入研究 Transformer 等语言模型的理论基础和优化机制，对于推动语言模型
的发展和应用具有重要意义。
本章详细探讨了一类研究语言模型的简单函数——锚函数（Anchor Function），并通过多

种类语言任务实验分析其对语言模型的影响和潜在应用。具体内容安排如下：第一节讨论了研
究基于 Transformer 的语言模型面临的挑战，尤其是在任务未知、高昂的计算和内存需求，以
及推理机制难解释性方面的难题。第二节阐述了语言任务的特点，重点介绍了自然语言中的逻
辑推理关系和“锚点-关键值”对的概念，为研究 Transformer 模型提供了切入点。第三节提出
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了通过锚函数与类语言任务的研究思路，借鉴生物学和物理学中的实验方法，设计简化的实验
环境来探索语言模型的行为特性。第四节详细介绍了锚函数和类语言任务的定义，通过具体示
例说明其在研究语言模型中的应用，特别是单锚点和多锚点函数的构建与分析。第五节讨论了
数据划分与模型泛化的问题，提出了模-余数数据划分、基于锚点的数据划分和复合锚点划分
三种方法，探讨了数据泛化与任务泛化的概念。第六节展示了多种基于锚函数的实验结果与讨
论，分析了模型在恒等学习任务、阅读理解任务、分类任务、复合任务、工作记忆任务、近义
词任务、前向-后向背诵任务、统计输出任务、多锚点任务上的表现及其机制。第七节研究恒等
学习任务的机制，通过分析简化的两层模型，揭示了 Transformer 模型在移位和广播操作上的
内部机制，并讨论了其在大语言模型中的普遍性。通过这些内容，本章深入探讨了大语言模型
在处理复杂语言任务时的内部工作机制，并提出了锚函数这一新视角，为未来的研究提供了重
要参考。

科普篇

当前大模型的研究面临哪些困难？

在研究基于 Transformer 的大语言模型时，研究人员面临着多个挑战。这些困难主要包括
未知的任务、高昂的计算和内存需求以及推理机制的难可解释性。大语言模型通常通过 next
token prediction 进行训练，尽管这种方式在各种语言任务上表现出色，但其训练目标与具体
任务不直接相关，导致我们难以解释模型在具体任务上的表现。此外，训练高质量的大语言模
型需要大量的数据和计算资源，这对学术界的研究团队来说是巨大的挑战。最后，理解大语言
模型的推理过程十分复杂，即使模型输出了正确的结果，我们也难以解释其决策过程。

什么是锚函数和类语言任务？研究动机是什么？

锚函数：锚函数是从一个语言序列到其标签的一种映射，由句子中出现的锚点决定。根据
锚点的数量和组合方式，可以构造出多种不同形式的锚函数。例如，对于句子“我的名字是
xxx，请问我叫什么？”，锚点是“名字是”，关键值是“xxx”，锚函数则是从这个句子到答案
“xxx”的映射。锚函数帮助研究人员理解语言模型在处理特定模式下的行为。

类语言任务：类语言任务是根据锚函数设计的简化任务，用于模拟自然语言处理中常见的
某些模式。通过这些任务，研究人员可以分析模型在不同难度水平上的表现，考察其泛化能力
和内部机制。例如，任务“3x to x”可以模拟通过锚点“3”找到其后面的数字，这样的任务
帮助研究人员更好地理解和解释模型的行为。
研究动机：通过研究锚函数和类语言任务，研究人员希望解决以下几个问题：

• 通过简化的实验环境探索模型的行为特性，揭示其内部工作机制。
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• 设计合理的实验和数据集划分方案，全面评估模型的泛化能力。

• 提供更好的理解和解释语言模型的推理过程，帮助改进和优化模型在实际应用中的表现。

12.1 研究基于 Transformer 的语言模型面临的挑战

在对 Transformer 等大语言模型进行深入研究和理解的过程中，我们面临着诸多挑战。这
些挑战大大增加了 Transformer 的研究难度，尤其是对于资源有限的学术研究团队而言。下面
我们将详细阐述这些挑战。

12.1.1 未知的任务

在大语言模型的训练过程中，我们通常使用基于 next token prediction 的方式，即利用给
定的一串 token 来预测下一个 token（如图12.1所示）。这种训练方式看似与具体的语言任务无
关，然而实践证明，经过这种方式训练的语言模型却能够在各种语言任务上取得优异的性能。
这一现象引发了我们的思考：为什么 next token prediction 这种看似简单的训练方式，能够让
语言模型产生如此强大的语言能力？

图 12.1: next token prediction 范式示意图

传统的机器学习范式通常是基于特定任务的，即为每个任务设计专门的模型结构和训练目
标。例如，为了进行情感分析，我们可能会设计一个专门的分类模型。然而，面对语言这样一
个复杂的认知系统，我们很难穷尽所有可能的任务并为每个任务设计最优的解决方案。相反，
next token prediction 提供了一种通用的语言建模方式，让模型在海量语料中自主学习语言的
内在规律和表示方法。这种训练方式不依赖于特定的任务，而是试图捕捉语言本身的统计特性
和结构模式。
然而，这种通用的训练方式也带来了新的挑战：由于训练目标与具体任务并不直接相关，

我们很难通过分析训练过程来解释模型在下游任务上的性能。模型在训练过程中到底学到了什
么？哪些语言知识和能力最先被习得？这些问题都难以直接从 next token prediction 的训练过
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程中得到答案。此外，由于缺乏针对具体任务的评估指标，我们也难以在训练过程中直接优化
和改进模型在特定任务上的表现。

next token prediction 这种通用的语言模型训练方式，让模型能够从海量语料中习得语言
的内在规律，产生强大的语言理解和生成能力。但与此同时，这种非任务驱动的训练方式也给
模型的分析和优化带来了新的挑战。如何更好地理解和引导语言模型的学习过程，是我们在探
索语言模型奥秘时不可回避的重要课题。

12.1.2 高昂的计算和内存需求

训练一个高质量的语言模型通常需要海量的数据和极大的计算资源，这对学术界研究团队
来说是一个巨大的挑战。

• GPT-3 模型使用了 1750 亿个参数，训练数据量达到了 499 亿个 token Brown et al.
(2020)。训练如此巨大的模型需要昂贵的硬件设施和漫长的训练时间，这对于资金有限的
学术实验室而言是难以承受的。

12.1.3 推理机制的难可解释性

理解语言模型如何完成各种任务以及解释其决策过程是 Transformer 研究中的一大挑战。

• Transformer模型通常包含数以亿计的参数，其推理过程涉及复杂的非线性变换和高维向
量运算。即使模型根据输入内容输出了正确的结果，但是我们也很难准确地解释模型是
如何一步步推理出这个结果的。

• 目前已有一些工作尝试通过可视化注意力机制来理解 Transformer的工作原理。然而，注
意力分数并不能完全反映模型的推理过程。我们还需要更加细致入微的分析工具和方法。

12.2 语言任务的特点

语言是人类最重要的交流工具，其所具有的独特结构和特征为研究语言奥秘提供了丰富的
线索。大多数语言任务通常都具有某些明确的逻辑结构，例如，

• 在自然语言中，通常存在大量逻辑推理关系。例如，“某学校所有的老师是教授，小明是
该学校的老师，那么可以推出小明是教授”。这实际上是一个经典的三段论推理模式，其
基本形式为“所有 A 是 B，C 是 A，因此 C 是 B”。除了三段论，自然语言中还存在更
高阶的逻辑推理链，其推理过程涉及了多个环节，需要逐步应用之前得到的结论，形成
一条完整的逻辑链条。
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• 在自然语言中，还存在大量的“锚点-关键值”（anchor-key）对。例如，如果你询问一个
大语言模型：“我的名字是 xxx，请问我叫什么？”，那么无论你的名字是什么，它都会准
确无误地输出出来。在这个任务中，“名字是”就是一个锚点，它告诉大模型应该关注紧
随其后的信息。“xxx”即为锚点对应的关键值，通常来说，无论其填入什么 token，它都
指的是句中“我”的“名字”这一属性。这种锚点-关键值的对应关系构成了语言组织的
基本单元，为理解语言结构提供了重要依据。

这类具有明确结构的语言任务为研究 transformer 提供了一个很好的切入点。我们可以
通过分析 transformer 模型的推断方式是否与这些任务的内在逻辑结构相一致，来理解 trans-
former 的学习和推断机制，揭示其内部工作原理和偏好性。这些认识不仅有助于我们改进语
言模型，还可以为 transformer 在其他领域的应用提供有益的启示和参考。尽管语言任务具有
上述有利于分析的特点，但由于其本身的复杂性，直接在真实语料上研究 transformer 仍然面
临巨大挑战。因此，我们需要另辟蹊径，在简化的环境中探索 transformer 的行为特性。

12.3 研究思路

在科学研究中，当我们试图理解一个复杂现象时，一个常见的思路是先在简单、可控的环
境中进行实验和验证，然后再逐步扩展到更加复杂、真实的场景。这种思路在生物学、物理学
等领域已经得到了广泛的应用，并取得了巨大的成功。
一个著名的例子是 Hodgkin 和 Huxley 在研究神经元电生理时使用了巨型乌贼（Loligo）

的轴突。他们之所以选择巨型乌贼，是因为其轴突直径可达 1毫米，远大于大多数动物的轴突，
这使得插入电极测量电位变化成为可能。通过在这种特殊的模型生物上进行实验，Hodgkin 和
Huxley 成功地总结出了神经元膜电位变化的数学模型（即 HH 模型），为我们理解神经系统的
工作机制作出了开创性的贡献。他们的工作也因此获得了诺贝尔生理学或医学奖。
另一个例子是利用小鼠进行糖尿病研究。小鼠之所以成为糖尿病研究的理想模型，有以下

几个原因：首先，小鼠与人类具有高度的生理和遗传相似性，这使得在小鼠身上获得的研究结
果更有可能转化到人类身上；其次，小鼠的生命周期较短，这让研究人员能够在相对较短的时
间内观察疾病的发生和发展过程，加快研究进程；再次，小鼠更容易饲养和管理，这大大降低
了研究的成本；最后，小鼠的基因可以通过基因工程技术轻松地进行修改，从而能够创建特定
的基因敲除或敲入模型，用于研究特定基因在糖尿病发生中的作用。这些优势使得小鼠成为了
糖尿病研究中不可或缺的模型生物。
我们在前面章节中提到的频率原则、凝聚现象等方面的研究，也是使用了这种化繁为简的

思想。这些工作都是首先在一些人为构造的简单函数上发现和总结实验现象，然后再推广到真
实数据集。通过在受限环境下分析系统行为，我们能够更准确地把握事物的本质规律。
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上述案例启示我们，在研究语言模型时，也可以采用类似的方法。与其直接在大规模、复
杂的数据集和任务上分析模型的行为，不如先设计一些简单、可控的任务，通过实验来观察模
型的特性和规律。然而，之前章节中的简单函数的构造方式主要针对回归问题（对于连续函数
的拟合），无法直接应用于离散型的语言建模任务。为了研究语言模型，我们需要另辟蹊径，设
计新的简化函数，以观察 Transformer 等语言模型对不同语言特征的敏感性和偏好。通过在可
控的实验环境中考察模型行为，我们有望发现语言处理背后的一般规律，从而为理论突破提供
切入点。这种从现象出发、通过简单函数来探索未知领域的研究范式，正是我们所倡导的现象
驱动的理论研究方法。

12.4 锚函数与类语言任务

在前文中我们已经介绍，语言数据具有很多特点，这里我们重点关注“锚点-关键值”对这
一个特点。我们根据这一特性，提出了一种名为「锚函数」(Anchor Function) 的类语言任务
模式。锚函数是一类特殊设计的函数，用于模拟自然语言处理中常见的某些模式。
我们用一个简单的例子来引出锚函数和类语言任务的概念。对于我们前文中提到的询问名

字的任务，我们可以设计一个称为“3x to x”的类语言任务：任意给定由 20∼100 中的随机数
字和一个 3 组成的定长序列（3 有且仅有一个），如（43，33，23，3，20，89，44，24，56），
我们设定其标签是 3 后边的数字，在本例中为 20。在这个任务中，锚点为 3，关键值为 3 后
边的数字，锚函数为这段序列到 3后边的数字的映射。这个类语言任务与询问名字的任务有很
好的对应关系，但相比之下，这个任务更加简洁、确定和独立，完全可以在小型 Transformer
网络上进行训练和研究。
在接下来的部分中，我们将详细介绍锚函数、类语言任务的定义以及使用锚函数来研究语

言模型的优势。

12.4.1 锚函数

锚函数指的是从一个语言序列到其标签的一种映射，其函数表达式由句中出现的锚点来决
定。根据锚点的数量和组合方式，我们可以构造出多种不同形式的锚函数。图12.2直观地展示
了单锚点对单关键项，单锚点对多关键项和多锚点对单关键项的实例。相信读者此时对锚函数
已经有了初步的理解，下面我们将用数学语言进行严格表述。
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图 12.2: 锚函数的任务示例

单锚点函数

单锚点函数是最简单的一类锚函数，指那些拥有独立运算规则的锚点所对应的函数。例如
前文中所提到的“3x to x”任务，这个任务中锚点为“3”，对应的单锚点函数为：

f3(x1, . . . , xn) = xi+1, 其中 xi = 3. (12.1)

我们定义的单锚点函数 fa 是一个从 Rn×d 到 Rd 的映射，其中 a 是锚点，n 是句子中
token 的数量，也就是句长，d 是每个 token 的维度，在深度学习中，一般每个 token 都用一
个 one-hot 向量表示，即 x ∈ {0, 1}d，于是 d 还表示词表的大小。一个长度为 n 的句子用
X = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ Rn×d 表示。在每个句子 X 中，x1,x2, . . . ,xn−1 中有且仅有一项等于
指定的提示锚点 a ∈ Rd，假设 xi = a，则单锚点函数满足 fa(x1, . . . ,xn) = xi+1。更严格地，
单锚点函数可以写成以下形式：

fa(x1, . . . ,xn) =
∑
i∈Ω

xi+1δ(xi,a), (12.2)

其中，Ω 是锚点可能出现的所有位置的集合，δ(xi,a) 为克罗内克 δ 函数，即当 xi = a 时为
1，其他情况下为 0。
更一般地，我们也可以对锚函数的输出做进一步运算，如“3x to x+1”，即输出“3”后

边的数字加 1。锚点关注的数字也是可变的，如可以让锚点关注后两位或前一位，甚至更多的
位置，于是我们可以定义一个更一般的单锚点函数：

fa(x1, . . . ,xn) =
∑
i∈Ω

ga(XIa,i
)δ(xi,a), (12.3)
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其中 ga 表示我们对识别出的 token 所做的进一步运算，Ia,i 表示由锚点和它所处的位置共同
决定的关注到的 token 索引构成的指标集，我们称这些被关注到的 token（即 XIa,i

）为锚点 a

的关键项。

注 19. 通常锚点的运算对于它所处的位置是不敏感的，如在询问名字的语境里，总是输出“名
字是”这个锚点后边跟着的名字，也就是说锚点的操作在一定程度上满足平移不变性。我们在
设计锚函数时也重点关注满足平移不变性的锚函数，因此，为体现平移不变性，Ia,i 可以进一
步改为 Ia + i。

多锚点函数

在单锚点函数的基础上，我们还可以构建多个锚点共同发挥作用的多锚点函数 fA(X) :

Rn×d → Rd，其中，A = {a1,a2, · · · ,at} 为锚点集合。假设在输入序列 X 中，这些锚点出现
的位置集合为 J，则多锚点函数可表示为：

fA(x1, . . . ,xn) =
∑
J∈Ω

gA(XIA,J
)δ(XJ , A), (12.4)

其中 Ω 为锚点集可能所在的所有位置的集合构成的集族。

注 20. 一个简单的多锚点函数是双锚点复合函数，即每个锚点有自己的运算规则，记锚点 ai

的运算规则为 gai
，双锚点函数为这些简单锚函数的复合：

gA(XIA,J
) = ga(gb(XIA,J

)). (12.5)

在后续的内容中，我们会重点讨论这一类双锚点复合函数的例子。

与真实语言数据中的锚点及其作用相比，锚函数有明确的定义和输出，我们可以方便地控
制输入数据的分布和复杂度。这有助于我们分析模型在不同难度水平上的表现，考察其泛化能
力的极限。同时，由于任务目标明确，我们也更容易解释模型的行为。

12.4.2 类语言任务

依据不同的锚函数，我们可以设计多种类语言任务，来模拟一些真实语言情景。图 12.3列
举了多个类语言任务，其中，第一行为单锚点函数的任务，第二行为多锚点函数的任务，第三
行为对序列做理解的任务以及非确定性映射的锚函数任务。这些任务都有具体的语境意义，如
恒等学习（identity learning task）任务即是前文中提到的“3x to x”任务，进而对应从前文
找答案的场景；复合任务（composite task）是两个锚点构造的多锚点函数任务，对应复杂的
思考场景；阅读理解（reading comprehension task）的目标是根据提示词寻找语句前文中出现
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过的内容；前向-后向背诵任务（forward-backward recitation task）考察了大模型根据前文找
后文和根据后文找前文能力的差异...... 这些类语言任务的定义以及它们与真实语境的对应关
系将在后文讨论实验结果时详细地阐述。

图 12.3: 锚点函数的任务示例

与真实语言任务相比，这些类语言任务具有许多优势。首先，它们的规则简单明确，易于
理解和实现。研究人员可以快速设计和构建符合特定需求的任务，而无需处理真实语言数据中
的噪声和不确定性。其次，类语言任务的数据生成过程完全受控，可以精确地控制训练集和测
试集的划分，从而更准确地评估模型的泛化能力。此外，由于任务简单，训练时需要的数据量
比较小，模型规模也相对较小，对于现象研究来说，所需的计算资源比较小，使得研究人员能
够快速迭代和优化模型。
更重要的是，通过类语言任务，我们可以深入理解大语言模型在处理真实语言问题时的内

部机制。尽管类语言任务相对简化，但它们仍然捕捉到了真实语言处理中的部分关键特征，如
上下文依赖、语义组合、推理等。我们可以通过可视化神经元激活、注意力权重等方式，来解
释模型是如何一步步得出输出结果的。这对于理解 Transformer等深度神经网络的工作机制具
有重要意义。这种从简单到复杂、从可控到真实的研究范式，有助于我们逐步揭示大语言模型
的本质。

12.5 数据划分与模型泛化

为了充分发挥锚函数与类语言任务的优势，合理的实验设定和数据集划分策略至关重要。
在接下来的部分中，我们将详细讨论数据集划分的各种方法，以及对模型泛化性更深层次的理
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解。

12.5.1 训练集和测试集的划分

在本节中，我们希望提出几种适用于类语言任务的数据划分方式，以期望达到以下两个目
标：

• 能够清晰地划分训练集和测试集。

• 希望通过该数据划分方式来进一步验证 Transformer 结构是否学到了语言任务在逻辑结
构层面的本质。

以“3x to x”任务为例，一个自然的想法是依据关键项来进行划分，即训练集中序列的关
键项属于某个区间，测试集中的关键项的属于另一个区间，句中其他 token 均随机选择。但这
样划分实际上是存在问题的，图 12.4给了一个直观的理解，一方面，对于一个“3x to x”序列，
只有锚点“3”和关键项“x”是与标签“x”有关联的，所以在反向传播过程中，“3”与关键项
“x”的 embedding 向量会被当做锚点和关键项更新一次，而其他位置的“x”会被当做噪音更
新一次。如果某个“x0”从来没有在关键项出现过，那么它对应的 embedding 向量永远只被
当做噪音来更新；另一方面，负责编码的 embedding 矩阵和负责投影到输出的 projection 矩
阵并没有天然的匹配关系，即在未训练状态下，“x”经过 embedding 和 projection 后不会输
出“x”。这两个原因导致神经网络无法在以这个“x0”为关键项的序列上泛化。因此，我们需
要合理地划分训练集与测试集，既要保证两个数据集完全没有交集，又要保证所有的“3x”组
合均在训练集中出现过，其他任务同理。
在本节中，我们提出了三种划分训练集和测试集的方法，如图 12.5 所示。这三种方法各

有特点，能够帮助我们更好地评估模型的泛化能力。下面我们将详细介绍每一种划分方法。

模-余数数据划分

为确保所有数据均作为关键项出现过，还能完全区分训练集和测试集，我们设计了一种
模-余数数据划分方法。考虑一个输入序列长度为 n 的任务。所有 token x 的取值范围为 I。定
义 Γi = {kn+ i|k ∈ Z} 为所有模 n 余数为 i 的整数的集合。模-余数数据划分方法如下：

• 对于训练集的输入序列，如果第 i 个位置的 token 是关键项，那么，这个关键项的值 x

取自 x ∈ I\Γi，即 x 模 n 不余 i。

• 对于测试集的输入序列，如果第 i 个位置的 token 是关键项，那么，这个关键项的值 x

取自 x ∈ I ∩ Γi，即 x 模 n 余 i。
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图 12.4: 一个序列传入 Transformer 后参数的更新形式

这种划分方式可以实现完全区分训练集与测试集，在后续训练类语言任务时，以此划分的
测试集被作为评价 Transformer 泛化性的一个最基本的指标。但是，评价一个模型泛化性好坏
的标准并不是唯一的，为避免模型通过投机的方式（即在真实大模型中不会出现）完全记住所
有“3x”组合，在下文中，我们提出了基于锚点的数据划分和复合锚点划分这两种更加复杂的
数据划分方式来对 Transformer 模型进行全方位评价。

基于锚点的数据划分

假设一个类语言任务数据集由多个单锚点函数构造的语句组成，每个句子中仅出现一个锚
点。将锚点集表示为 A = {aj}Jj=1。这时，可以考虑如下基于锚点的数据划分方法。
将所有 token 的集合表示为 I。在训练集中，锚点 aj 的关键项属于集合 Gaj ⊊ I，且这些

集合满足 ∪Gaj = I。在测试序列中，aj 的关键项属于 Gcaj = I\Gaj。
这里的核心想法是当“x”作为多个锚点的关键项被训练后，模型可以对其作为其他几个

关键项时的表现进行准确估计。

复合锚点划分

假设一个类语言任务数据集由多个多锚点函数构造的语句组成。例如设定 [“1”，“2”，“3”，“4”
] 为单锚点，它们两两组合形成 16 种复合锚点，任务为“abx to ga(gb(x))”（称为复合任务）。
那么我们可以考虑使用 15 种复合锚点对应的类语言任务进行训练，在剩下的 1 种复合锚点对
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图 12.5: 训练集和测试集划分的三种方式示意图

应的类语言任务上进行测试。
这种划分方法可以用来考察模型对新的锚点组合的泛化能力，体现了模型在组合推理方面

的能力。通过巧妙地设计锚点组合，我们可以构建出难度不同的测试集，全面评估模型的性能。
本节介绍的三种数据集划分方法，为我们提供了多角度研究 Anchor Function 和评估模型

泛化能力的工具。在后续的实验中，我们将灵活运用这些方法，深入探究 Transformer 模型的
行为特性和内在机制。

12.5.2 数据泛化与任务泛化

数据集的划分自然引出了两种泛化的概念：数据泛化和任务泛化。前者描述了模型对已见
任务和未见数据的泛化能力，而后者则与模型对未见任务的泛化能力有关。
数据泛化和任务泛化是评估模型性能的两个重要维度，反映了模型在不同层面上的适应和
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推广能力。下面我们以复合任务“abx to ga(gb(x))”为例，来讨论这两种泛化的特点和实现方
式。在该任务中，锚点“a”和锚点“b”都取自集合 [“1”，“2”，“3”，“4”]，它们两两组合形
成 16 种锚点组合。在这个例子中，我们可以考察对于关键项“x”的泛化性，也可以考察在训
练其中 15 种锚点组合的任务后，模型在剩下的一种锚点组合任务上的泛化性。
数据泛化。数据泛化主要指的是模型在根据关键项“x”划分出测试集上的表现。划分方

式可以使用前文提到的模-余数数据划分或者基于锚点的数据划分。对这个测试集，其锚点函
数（即任务）已经在训练集中出现过。数据泛化考察模型在面对新的数据样本时，是否能够充
分利用训练阶段学到的知识和规律，对未见过的样本做出正确的预测或输出。例如，当模型学
会了加法这一操作后，那么对于任何的两个加数，它应当都能够输出正确的加和结果。这要求
模型不仅要记住训练集中的内容，更要掌握任务背后的一般性规律，形成鲁棒的表示和计算能
力。
任务泛化。任务泛化主要指的是模型在根据锚点“ab”划分出的测试集上的表现。划分方

式可以选择一组锚点“ab”作为测试集，其他锚点组合作为训练集，即前文提到的复合锚点划
分。尽管测试数据中的一些锚点组合是新的（在训练集中不存在），但模型可以利用训练集中
现有的复合锚点来推断未见过的复合锚点函数。任务泛化考察模型在面对全新的任务时，是否
能够利用已学习的知识和技能，通过组合、类比等方式，快速适应和解决新的问题。例如当模
型学习过大量美食、旅行、音乐等情感分析任务后，它应当在影评的情感分析任务中也有较高
准确率。这需要模型具备一定的抽象和推理能力，能够在不同任务之间建立联系，提取共性，
并灵活地将其应用到新的场景中。
数据泛化和任务泛化这两个概念的提出，为我们全面评估模型的性能提供了重要的视角。

通过设计合理的数据集划分方案，构造难度适中、覆盖全面的测试集，我们可以客观地衡量模
型在这两个维度上的表现，识别其优势和局限性，为进一步的改进和优化提供依据。
在接下来的章节中，我们将通过一系列基于锚函数类语言任务的实验，深入探究 Trans-

former 模型在数据泛化和任务泛化方面的特点，揭示其内部工作机制，并讨论可能的改进方
向。

12.6 实验结果与讨论

在本节中，我们使用 Transformer 模型对前文图12.3中提到多种锚函数类语言任务进行学
习，并探究不同任务下模型的内部机制以及输出偏好。如无特别说明，我们采用一个 4 层的仅
有解码器的 Transformer 网络来学习任务。每个解码器层包括 4 个注意力头。详细设置请参
考 12.8.3。以下将重点讨论这些类语言任务所模拟的真实对话场景，以及 Transformer 模型在
学习这些数据时有什么特点。
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12.6.1 恒等学习任务

恒等学习任务即是前文中的“3x to x”任务，它模拟了在一句话中找出表示名字的关键词
的任务。例如，对于输入 “他来自中国，他的名字是迈克，他喜欢阅读”，在这句话中，“名字
是” 是一个锚点，“迈克” 是锚点的关键值（或称为关键项）。
恒等学习任务的锚函数在式 (12.2) 中定义，其中作为提示的锚点项在输入序列中只出现

一次。函数的输出是紧跟在特定锚点后面的数字。在我们的实验中，我们使用 “3”作为锚点项。
为了体现 Transformer架构的优越性，我们在不同数据量下比较了全连接神经网络（FNN）、

LSTM 和 Transformer 在恒等学习任务中的泛化能力。这三个模型的参数数量分别为 4.16 亿、
530 万和 560 万。三种模型的详细设置请参考附录。对于每个实验设置，我们使用 10 个随机
种子进行实验。每个实验训练 4000 个 epoch。如图12.6所示，散点是 10 次实验结果的平均值，
阴影部分是 10 次独立实验的最大值和最小值。可以看到，Transformer 只需 600 个训练数据
就表现出优异的泛化性能，而 LSTM 需要大约 2200 个训练数据才能达到相似的泛化水平。另
一方面，FNN 在有限的数据中难以泛化。
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图 12.6: FNN、LSTM 和 Transformer 的性能比较

恒等学习任务是锚函数的一个基本研究任务，我们在后文第12.7节还会详细研究 Trans-
former 模型在恒等学习任务上具有良好泛化能力的机制。

12.6.2 阅读理解任务

在日常阅读理解中，面对提问，人们通常先在问题中识别关键信息，即锚点和关键项，然
后在给定文本中搜索与锚点相似的表述。问题的答案通常可以在正文中与锚点相似表述的附近
内容中找到。我们设置了以下任务来模拟这个阅读理解任务。
我们定义了不同的锚点值 ai ∈ {1, 2, · · · , 8}，以及关键项 xi ∈ [20, 100]。输入序列遵循模

式 (a1, x1, a2, x2, a3, x3, a4, x4, a)，其中 ai 是锚点，对于 i ̸= j，我们设定 ai ̸= aj。序列输出
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的目标值是 xk，其中索引 k 满足 ak = a。在此任务中，训练集和测试集的划分通过 “模-余数
数据划分” 方法完成。通过在总共 1000 个训练数据点上训练 1000 个 epoch，模型便可以在测
试集中达到 100% 的准确率。

12.6.3 分类任务

分类任务是阅读理解任务的变体，关注的是与锚点相似而非相同的内容。在这个任务中，
我们定义不同的锚点值 ai ∈ {1, 2, · · · , 8}，以及关键项 xi ∈ [20, 100]。输入序列遵循模式
(x1, a1, x2, a2, x3, a3, x4, a4, x)，其中 ai 是锚点，对于 i ̸= j，我们规定 ai ̸= aj。输出标签
a = ak，其中 k = argmini∈{1,2,3,4}|xi− x|。在此任务中，训练集和测试集的划分通过 “模-余数
数据划分” 方法完成。我们使用总共 30000 个数据点进行训练，批量（batch）大小为 50，训
练 4000 个 epoch。此时模型在测试集中能够达到 100% 的准确率。

相较于阅读理解任务，分类任务拥有更高的复杂度，这种复杂度主要来源于模型需要对数
据之间的位次关系进行编码，以刻画两个任意数据之间的距离。如图12.7所示，我们通过 t-SNE
Van der Maaten and Hinton (2008) 可视化了训练后模型关于不同 token 在嵌入空间的向量表
示。显然，嵌入向量捕捉到了 token 之间的次序关系，这在分类任务中至关重要。

图 12.7: 20 到 99 的数字在训练后的 token 嵌入的 t-SNE 分布

12.6.4 复合任务

复合任务是单锚点任务的自然扩展。在每个输入序列中，总是有两个锚点来指示一个复合
函数。一个基本的问题出现了：在复合任务中，模型能否学习构成复合函数的每个单锚点的映
射？在这个任务中，我们通过模-余数数据划分和复合锚点划分来分割数据。因此，我们可以研
究 Transformer 在数据和任务上的泛化能力。
首先，我们定义四个锚点，每个锚点代表一个特定的映射。然后将这些锚点两两配对，创

建 16 个不同的复合锚点函数。选择其中的 15 对来构建训练集。模型的泛化能力在全部 16 种
复合锚函数所生成的测试数据集上进行测试。值得注意的是，模型在用于训练的 15 个复合映
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图 12.8: 复合任务设定与模型输出规律示意图

射上的泛化反映了它在数据上的泛化能力，而在训练集中不存在的复合映射上的泛化反映了它
在任务上的泛化能力。
如图12.8左所示，我们用 fa表示单锚点 a的函数，并组合每个单锚点以获得锚点对 {a1, a2}

的双锚点复合函数 fa1,a2。“复合输出” 部分中的灰色锚点对没有出现在训练集中。在图12.8右
侧，我们通过三个输入示例说明了 10 层模型在训练后的情况。我们发现网络学习了一个特定
的复合映射结构。对于第一个锚点 a1，网络在该锚点位置的输出为 (fa1fa1)(x)，其中 x 是关
键项。对于第二个锚点，网络在该锚点位置的输出为 (fa2f

−1
a1

)(fa1fa1)(x)，它抵消了在锚点 a1

位置的一个额外的 fa1 的运算。
我们发现模型大小可以显著影响训练后的输出模式。对于 10层模型，如图12.8右所示，在

输入第二个锚点后，网络输出正确答案，并对后续输入 token 持续输出正确答案。而对于层数
较少的模型，并不会稳定的出现上述现象，这暗示了模型规模与其稳定性间的联系。
此外我们观察到，训练后的任务测试准确率通常小于数据测试准确率（总是达到 100%）。

这表明任务泛化更加困难。为了验证这一点，我们在图12.9中展示了一个学习过程。在该训练
过程中，训练数据上的准确率和测试数据上的准确率仅经历 100 个 epoch 便达到 100%，而任
务上的泛化性在 400 个 epoch 才达到 100%。模型在数据上的泛化收敛速度远快于在任务上的
收敛速度。

12.6.5 工作记忆任务

复合任务展示了模型从复合锚点中学习单个锚点运算的能力。第二个锚点处理来自第一个
锚点的输出，而不是直接处理关键项。如果两个锚点之间有一些不相关的项，这种顺序处理需要
模型具备工作记忆能力。具体而言，我们设定第一个锚点 a1 ∈ {1, 2}，第二个锚点 a2 ∈ {3, 4}，
如图 12.10 所示，第一个锚点的输出是通过第一个锚点对关键项运算得到的中间结果。模型通
过在不相关 token 的输出中保留这个值来记忆这个中间结果。一旦模型看到第二个锚点，模
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图 12.9: 复合任务的训练准确率和测试准确率

图 12.10: 工作记忆任务设定与模型输出规律示意图
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型将结合中间结果和第二个锚点输出最终正确答案。值得注意的是，由于该问题是个多解问题
（对 a1 增加一个常数 k，a2 减少一个常数 k，对复合结果没有影响），网络学习到的中间结果
可能与我们给定的单个锚点运算不同。
工作记忆任务揭示了 Transformer 模型在处理需要暂时存储和维护信息的复杂任务时的

能力。模型不仅能够学习单个锚点的运算，还能在必要时保留中间结果，直到完成最终输出。
这种能力对于理解和模拟人类在推理、问题解决等任务中的认知过程具有重要意义。

12.6.6 近义词任务

近义词任务是复合任务的扩展，旨在研究语言模型建模两个锚点之间近义关系的能力。原
始数据集中的复合锚点取自：{(1,9), (2,9), (9,1), (9,2), (1,2), (1,4), (2,1), (4,1), (2,4), (4,2)}。
每个复合锚点的训练数据集数量相同。然而，如图 12.11(a) 中的叉号点线所示，即使我们不断
增大训练数据量，Transformer 网络依然很难学习 (4,9) 和 (9,4) 等复合锚点的映射。
我们设置一个近义锚点 “3”，它执行与锚点 “9” 相同的函数。为了查看 Transformer 网络

是否可以通过复合锚点 (4,3) 和 (3,4) 建模锚点 (4,9) 和 (9,4) 的功能，我们将带有近义锚点
“3”的数据添加到训练集中。具体而言，我们将复合锚点 {(1,3), (3,1), (2,3), (3,2), (4,3), (3,4)}
添加到原始数据集中。在总训练数据量为 M 的情况下，每种包含 “9” 的复合锚点（如 (1,9)）
的训练数据数量固定为 100，共 400，而其他复合锚点的训练数据数量为 (M − 400)/12。如图
12.11(a)中的菱形点线所示，只要总数据量大于某个值，网络就可以准确预测 (4,9)和 (9,4)的
输出。在图 12.11(b) 中，我们展示了两种数据量（分别为 3000 和 4000）情况下的具体学习
过程。显然，(4,9) 和 (9,4) 的学习略晚于 (4,3) 和 (3,4)。这些结果表明，引入近义词显著影响
Transformer 的任务泛化能力。
近义词任务展示了 Transformer模型在学习词汇间语义关系方面的潜力。通过引入近义锚

点，模型能够将已学习的知识迁移到新的组合中，实现更强的泛化能力。这一发现为利用语言
模型处理同义词识别、词义消歧等实际任务提供了新的思路。

12.6.7 前向-后向背诵任务

通常，人们发现背诵一句诗句的下一句诗句（前向任务）比背诵其上一句（后向任务）要容
易得多。基于以上经验，我们对 LLM进行测试，发现其完成前向任务也比后向任务更容易。例
如，我们使用 GPT4 测试了包含 20 首诗歌的前向-后向背诵任务。在前向背诵任务中，GPT4
的准确率为 95%，而后向背诵的准确率只有 5%。这与人类语言理解和记忆的认知机制有一定
程度上的相似性。基于这一观察，我们设计了一个理想化的前向-后向背诵任务来研究 LLM的
这种不对称性。输入序列遵循模式 “(∗,∗,m,3,n,∗,∗,∗,n)”或 “(∗,∗,m,3,n,∗,∗,∗,m)”，其中 “3”是
锚点，其他 token从 [20, 100]中随机选择，“∗”表示该位置的 token与目标值不相关，“m,3,n”
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(a) (b)

图 12.11: 比较两种数据增强方法对任务泛化的影响 (a) 以及不同数据量下模型的训练情况 (b)

可以在任何位置。“(∗,∗,m,3,n,∗,∗,∗,m)” 的输出为 “n”（后向任务），而 “(∗,∗,m,3,n,∗,∗,∗,n)”
的输出为 “m”（前向任务）。如图 12.12 所示，前两列为 epoch=400，后两列为 epoch=4000，
第一列第三列为前向任务，第二列第四列为后向任务，Transformer 网络在前向任务中的泛化
能力始终优于后向任务。
前向-后向背诵任务揭示了 Transformer 模型在处理顺序信息时的一个有趣偏好。尽管在

数据结构上是对称的，但由于 mask的存在，模型在前向和后向任务上的表现却存在显著差异。
通过进一步研究对于这两种数据学习速率与泛化能力的差异，我们可以更好地理解语言模型的
内部工作原理，并探索其与人类语言处理的异同。

12.6.8 统计输出任务

统计输出是一个常见的场景，即序列的输出遵循概率分布。举例来说，我们对一群人的饮
食偏好进行统计，假设 80% 的人喜欢吃苹果，20% 的人喜欢吃橙子，那么模型可能更倾向于
仅输出苹果，而把少数人的诉求忽视。为了模拟这个场景，我们设计了一个基于恒等学习锚点
函数的任务。
为了模拟统计输出的场景，我们设计了两种方法来构建数据集：

• 数据集 S 的构建方式与恒等学习任务相同，并复制五次，将最后一个副本的标签修改为
x+ 1。这五个数据集合并构成了第一类数据集。

• 数据集 S 以与恒等学习任务相同的方式构建，并随机将 20% 的数据标签改为 x+ 1。这
个新获得的数据集称为第二类数据集。
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图 12.12: 前向-后向背诵任务中前向预测和后向预测的准确率随训练数据量的变化

如图 12.13(a) 所示，对于第一类数据，训练准确率只能达到 80%（红色）。这是因为我们
的数据生成方式，使得存在相同输入但目标值不同的数据。对于标签为 x 的数据，网络可以达
到 100%，而对于标签为 x + 1 的数据，网络的准确率为 0%。如图 12.13(b) 所示，对于第二
类数据集构造方式，由于每个数据对应的标签是唯一的，所以 Transformer 可以完全学好训练
集数据，对于从未出现过的测试集数据，网络有 80% 概率输出 x，20% 概率输出 x+ 1。

我们接下来检查网络是否学习了输出的概率分布。对于输入 x，我们可以分别记录输出 x

和 x + 1 的概率，即输出层的 softmax 后的值。如图 12.13(c) 所示，对于第一类数据，随着
epoch 的增加，输出 x 的概率逼近 80%，而 x+ 1 的概率逼近 20%，两者都满足实验设置。

(a) (b) (c)

图 12.13: Transformer 在统计输出任务中的预测准确率

统计输出任务展示了 Transformer模型在学习和表示概率分布方面的能力。通过设计合适
的数据集，我们可以引导模型学习输入-输出之间的统计关系，而不仅仅是确定性的映射。这
种能力对于处理不确定性和生成多样化输出的实际任务（如对话生成、机器翻译等）具有重要
意义。
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12.6.9 多锚点任务

在模-余数数据划分的情况下，它只确保训练集和测试集中锚点和关键项对（即 ((a, x)）的
位置不同。有人可能会争论说，网络只学习了位移不变性，而没有学习运算。为了验证运算的
学习，我们设计了以下多锚点任务。
我们使用十个不同的锚点 a ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}，并定义锚点函数 fa(x) = x+a，其

中 x是锚点对应的关键项。对于测试集，锚点 a的关键项属于 Gca = [12+8a, 12+8(a+1)−1]，
而对于训练集，锚点 a 的关键项属于集合 Ga = [20, 100]\Gca，即基于锚点的数据划分。我们
的关注点是，在训练后，Transformer 的预测能力是否可以泛化到训练中未见过的锚点和关键
项组合的句子。
我们考察了 Transformer 在使用不同锚点构建的数据集上的预测能力。测试集为 Gca =

[12 + 8a, 12 + 8(a+ 1)− 1]，训练集为 Ga = [20, 100]\Gca。如图 12.14 所示，在大多数情况下，
模型在基于锚点的数据上表现出良好的泛化能力，即网络学习到了运算而不是位移不变性。对
于接近边界的情况（锚点 “1”、“2”、“10”），由于数据集构造方法的原因，锚点处于边界的数
据点要比其他的情况要少，这可能是学习边界准确率没有到 100% 的原因。

图 12.14: 多锚点任务训练后的准确率

多锚点任务进一步验证了 Transformer模型学习运算而非单纯依赖位置信息的特性。通过
精心设计的数据划分策略，我们可以考察模型在全新的锚点-关键项组合上的泛化表现，从而
更全面地评估其学习成果。同时，这项任务也揭示了边界情况对模型学习的影响，为我们优化
数据集构建和模型训练提供了有益的启示。
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12.7 恒等学习任务的机制研究*

通过前面的实验，我们已经看到 Transformer 模型在各种锚函数任务上展现出了优异的
性能。然而，模型的内部工作机制仍然值得进一步探究。在本节中，我们将重点分析一个两层
Transformer模型在恒等学习任务上的详细机制，以期获得更深入的理解。本节首先简要解释了
恒等学习任务在两层模型中的机制, 确定了两个关键操作, 即移位 (shift) 和广播 (broadcast)。
然后, 我们找到了一个非常简化的两层模型, 该模型可以完成恒等学习任务。移位和广播操作
在这个简化模型中也起着关键作用。最后, 我们展示了这两个操作在大语言模型 (LLMs) 中的
普遍性。

12.7.1 两层模型的简要解释

(a) 第一层, 移位操作 (b) 第二层, 广播操作

图 12.15: 第一层和第二层的注意力图

在恒等学习任务中, 两层模型的注意力图主要有两个目的: 移位和广播。如图12.15(a) 所
示, 第一层的注意力图执行移位操作, 序列 (x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9) 通过第一层的注意力图
移位为 (x1,x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8)。基于残差连接, 移位后的向量和未移位的向量融合, 从而
建立锚点项和关键项之间的信息整合。值得注意的是, 该操作是一个位置的移位, 这是因为关
键项被设计成锚点的下一个 token。一旦锚点和关键项的信息被融合, 后续的全连接结构将根
据这个融合的信息生成正确的标签。
第二层的注意力图执行广播操作。如图12.15(b)所示,序列 (x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9)被

转换为 (x̂1,x̂2,x̂3,x̂4,x̂5,x6,x6,x6,x6), 其中 x̂i 是 x1, . . . , xi 的线性组合。这个广播操作将正确
的标签传输到最后一个位置, 即输出位置。第一层的注意力图主要基于位置嵌入, 第二层的注
意力图主要基于输入序列中锚点的位置。
这个例子说明了注意力结构在语言模型中提供的两个重要操作, 即移位和广播。我们还发
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现, 这两个操作在大语言模型 (LLMs) 中也很常见 (见后面章节的实验)。因此, 锚点函数可以
作为理解基于 transformer 的语言模型的一种基准函数。

12.7.2 简化的两层模型的机制

在本节中, 我们采用了一个简化的两层模型, 该模型移除了包括掩码、层归一化、残差连
接、线性变换和全连接网络等结构, 以研究恒等学习任务的机制。我们首先给出简化模型的定
义。
令 X(1) ∈ Rn×dm 表示经过词嵌入和位置嵌入后的输入序列, 即 X(1) = Xem +Xpos。我们

选择 dm 等于字典大小 d, 以简化 Transformer 中的线性算子, 并删除投影层。最终输出的计算
如下:

Attn(1) = softmax
(
X(1)WQ(1)WK(1)TX(1)T

√
d

)
, X(2) = Attn(1)X(1)W V (1),

Attn(2) = softmax
(
X(2)WQ(2)WK(2)TX(2)T

√
d

)
, X(out) = Attn(2)X(2)W V (2).

它可以简单地表示为

X(out) = Attn(2)Attn(1)X(1)W V (1)W V (2).

值得注意的是,Attn(l) 融合了来自 X(l) 的信息。因此, 上述公式并不代表一个简单的线性
变换。
图12.16描述了该模型的机制解释, 其中第一层注意力将关键项“x”的信息移位到锚点项

“3”的位置, 并将锚点项的信息广播到其他位置。具体而言，第一层的注意力矩阵使输出向量
变为 X

(1)
[3] W

V (1) 或 X
(1)
[x]W

V (1), 其中 [3] 和 [x] 表示输入序列中“3”和“x”的位置。因此, 输
入到第二层的矩阵行向量只有两种类型: 包含锚点项信息的向量和包含关键项信息的向量。这
种结构也有利于构建第二层注意力图 Attn(2)。注意力矩阵 Attn(2) 执行广播操作, 即将包含
关键项信息的向量广播到所有位置。具体而言，第二层的注意力矩阵使所有的输出向量变为
X

(1)
[x]W

V (1)W V (2)。W V (1)W V (2) 起到分类的作用。最终预测通过函数 argmax(·) 获得。
在上述简化模型中,Attn(1) 在信息传递中起着重要作用, 可以看作是移位注意力和广播注

意力的组合。

12.7.3 Llama2-7B 中的移位和广播

我们发现,在学习锚点函数中起重要作用的注意力的移位和广播操作,在大语言模型 (LLMs)
中也非常常见。我们以 Llama2-7B Touvron et al. (2023) 为例来演示这两种操作。
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图 12.16: 恒等学习任务中简化的两层 transformer 模型的机制

与恒等学习任务类似,我们使用“My name is John. What is my name? Your name is”作
为 Llama2-7B 的输入, 并观察不同层的注意力图。图12.17(a, b) 展示了 Llama2-7B 中的两个
头。左边的是第二层中的一个头, 表现出明显的移位操作; 第二个是第 29 层中的一个头, 表现
出明显的广播操作。附录中提供了多个头的各种注意力图。这两种操作都相当普遍。同时基于
对所有头的观察，我们注意到, 浅层注意力倾向于移位操作, 而深层注意力倾向于广播操作。

12.7.4 移位和广播操作的讨论

在恒等学习这个类语言任务中，我们发现 Transformer的注意力结构呈现出移位和广播两
种结构。其中，移位操作是依赖于任务而产生的，并且不依赖于输入序列，其形成原因是因为
锚点和关键项之间的距离是固定的，注意力结构学习这种位置关系并执行移位操作。而广播操
作的呈现形式主要依赖于输入序列，它可以简化网络，例如忽略不相关的 token，为中间结果
提供工作内存等。从复杂性的角度来看，广播操作使神经网络能够使用低复杂度的函数来完成
任务。
移位和广播只是 Transformer 注意力矩阵基本操作中的两种。注意力矩阵还存在其他操

作，例如, 归纳头将当前 token 与先前上下文中的类似 token 关联起来Elhage et al. (2021);
Olsson et al. (2022)。未来对各种锚点函数的研究将揭示越来越多的注意力结构以及其他组件
的基本操作。
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(a) 第二层的第 23 个头 (b) 第 29 层的第 17 个头

图 12.17: Llama2-7B 的注意力示例

12.8 实验设置

本节介绍了我们在各类 Anchor Function 任务上进行实验的具体设置，包括模型结构、损
失函数、优化算法和超参数等。通过合理的实验设计，我们可以全面评估模型在不同任务上的
性能表现，深入分析其内部机制。

12.8.1 模型结构

我们采用了基于 Transformer 的结构来学习各种任务。图 12.18 展示了 Transformer 网络
的一个通用模块。

图 12.18: Decoder-Only Transformer 模型示意图
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12.8.2 损失函数

在本研究中，我们使用了 Transformer 架构，它接受一个长度为 n = 9 的输入序列，随
后输出一个矩阵 X(out) ∈ Rn×d，其中 d 是字典的大小。对于第 i 个输入序列，损失函数是
softmax 后最后一个 token 输出的交叉熵（用 x(out,i)

n ∈ Rd 表示）。在整个训练数据集上的总损
失计算如下：

L = − 1

N

N∑
i=1

d∑
c=1

y(i)
c log(x(out,i)

n,c ),

其中 y(i) 是第 i 个序列的 one-hot 标签，N 表示训练数据集的大小。

12.8.3 超参数设置

如无特殊说明，在后续任务中，我们使用的 Transformer 网络以及作为对比实验的 LSTM
和 DNN 网络训练时的超参数如下：

Transformer：我们使用一个 4 层的仅解码器的 Transformer 网络来学习各种任务。每
个解码器层有 4 个头。选择的优化器是 AdamW。批量大小设置为 100。初始学习率为 2e-5。
在前 400 个 epoch 中，使用预热学习率更新策略将学习率逐渐增加到 2e-4，然后使用余弦退
火策略将学习率衰减回 2e-5。总共训练 4000 个 epoch。

LSTM：我们使用一个 4 层的 LSTM 来学习各种任务。选择的优化器是 AdamW。批量
大小设置为 100。初始学习率为 2e-5。在前 400 个 epoch 中，使用预热学习率更新策略将学习
率逐渐增加到 2e-4，然后使用余弦退火策略将学习率衰减回 2e-5。总共训练 4000 个 epoch。

DNN：我们使用一个 4 层的 DNN 来学习各种任务。选择的优化器是 AdamW。批量大
小设置为 10。初始学习率为 2e-5。在前 400 个 epoch 中，使用预热学习率更新策略将学习率
逐渐增加到 2e-4，然后使用余弦退火策略将学习率衰减回 2e-5。总共训练 4000 个 epoch。

12.9 习题

1. 对于图片 12.3所示的 9 种类语言任务，写出它们的锚函数表达式。

2. Transformer 的三大难点——未知任务、高计算需求、难解释性——在锚函数框架下被怎
样部分缓解？逐条分析。

3. 数据泛化与任务泛化有什么区别？哪个更加难学习？

4. 阐述模-余数数据划分的原理，为什么要使用模-余数数据划分？如果只是随机切分训练集
和测试集会有什么影响？如果按照锚点出现的位置来进行切分会有什么影响？
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5. 为什么前向背诵任务比后向背诵任务容易？从掩码方向、梯度路径长度与人类语序偏好
角度各举一条理由。

6. 在复合任务中，我们观察到模型总是在第一个锚点的位置输出 fa1fa1(x)，之后在第二个
锚点位置输出 (fa2f

−1
a1

)(fa1fa1)(x)。请你思考为什么会出现这样的现象？（提示：可以从
attention mask 和注意力权重分配角度思考）

7. 你认为模型能够学会近义词任务的一种可能的解释是什么？你应该如何设计实验来验证
你的猜想？

8. 当我们发现 Transformer 能够学习好某种任务后，应该如何设计实验来探究它实现该任
务的内在机制？

9. 为什么说移位 (shift) 与广播 (broadcast) 是注意力机制中的两大关键机制？给出它们在
真实 NLP 任务中的对应场景。

10. 评估一个语言模型的可解释性，有全局与局部两种粒度。锚函数实验分别可以如何从这
两个粒度开展研究？

11. 如何设计位置编码和注意力矩阵参数，使得所有偶数位置的 token 能关注到前边一个奇
数位置的 token？

12. 如何设计注意力矩阵参数，使得文本中的 token 会关注前文中相同的 token？

13. 通过以上问题重新思考：模型参数一定要跟语义相关吗？为什么？

14. 如何定义 Transformer 模型的记忆和推理？

15. 除了文中设计的锚函数，你还能设计出其他锚函数吗？它对应什么样的真实场景？

16. 你对哪个锚函数任务最感兴趣？你能提出什么样的科学问题？你觉得应该设计怎样的实
验来研究你的问题？

17. 试想如果将锚函数推广到视觉领域（例如锚点是颜色块，关键项是紧随其后的形状），你
会如何构造数据集？

18. 有人认为从类似于锚函数出发的理论研究短期内并没有对真实模型产生帮助，你怎么看
这个问题？

19. 在真实大语言模型中，我们可以借鉴锚函数的思想进行怎样的研究？

20. 如果将两种锚函数放在一起训练会怎么样？你预期模型会学到怎样的注意力矩阵？
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Chapter 13

复杂度控制对语言模型推理能力的影
响

通过前文的介绍，我们已经了解到大规模 Transformer 模型展示出了前所未有的能力，甚
至被誉为 “通用人工智能的火花”。尽管取得了巨大成功，但它们在推理能力方面仍存在显著差
距，特别是在系统性地处理新颖场景时。例如，语言模型常常难以一致地应用逻辑规则或将知
识扩展到不熟悉的上下文中，这凸显了它们在系统性推理方面的局限性，而系统性推理是人类
认知的关键方面。系统性推理中的一个关键挑战是组合推理（compositional reasoning），即从
已知概念泛化到新颖组合的能力。人类在这一领域表现出卓越的能力，例如，一旦孩子学会了
“跳” 的概念，他们就能轻松理解 “向后跳” 或 “绕着圆锥跳两圈” 等扩展。这种组合技能是人
类推理不可或缺的一部分，也一直是神经网络领域争论的焦点。虽然现代模型在各种任务上取
得了卓越的性能，但它们执行组合推理的能力，尤其是在分布外（Out-of-Distribution, OOD）
场景下，仍然有限。
这引发了关于如何准确解释 Transformer 在组合任务上能力的关键开放性问题：Trans-

former 是真正学习了数据中的组合基元（compositional primitives），还是主要依赖于记忆输
入-输出映射？当它们在组合任务上失败时，这些错误是系统性的，还是反映了更深层次的推
理结构缺失？解决这些问题对于理解它们的机制和局限性至关重要。此外，理解这些问题可以
为如何制定增强模型泛化（尤其是在 OOD 场景下）的策略提供信息。在锚函数章节中，我们
构造了复合任务，并进行了一些初步探索，并发现 Transformer 有学习到未见锚对的能力。
在本章中，我们将进一步分析模型学习复合任务中的内在机制。结果显示，模型复杂度对

模型的学习方式有很大影响。复杂度控制有多种方式，这里主要介绍参数初始化和权重衰减系
数。例如，初始化尺度较小时或者权重衰减系数较大时，模型倾向于推断，即学习 “推断解”；
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初始化尺度较大时且权重衰减系数较小时，则模型倾向于记忆，即背诵训练数据而缺乏泛化能
力。

科普篇

• 什么是模型复杂度 (Model Complexity)？模型复杂度是指模型训练得到的解的复杂
程度。除了直接检测模型输出的复杂程度，模型复杂度通常有多种观测指标，在本章中，
我们主要关注以下两种指标：

– 有效神经元数目：模型权重向量的凝聚方向数目，数目越多，模型复杂度越大。第 7
章和第 8 章介绍了神经网络的凝聚现象，即不同权重向量收敛到同一方向。该现象
意味着在非线性区域，有效神经元数目能够更有效地表示模型复杂度。

– 模型参数范数：模型可训练参数向量的范数。在模型参数数目相同的情况下，模型
参数范数越大，模型复杂度越大。

• 什么是复杂度控制 (Complexity Control)？复杂度控制是指在训练神经网络时，通过
调整某些设置来影响模型最终学习到的解的 “复杂程度”。在本章中，我们主要关注两种
方式：

– 参数初始化尺度 (Parameter Initialization Scale)：模型训练开始时，参数（如
权重）被赋予的初始值的大小。尺度小意味着初始值接近于零，尺度大意味着初始
值相对较大。第 8 章揭示了小尺度的初始化更容易带来凝聚现象，减小有效神经元
数目，从而降低模型复杂度。

– 权重衰减 (Weight Decay)：一种正则化技术，通过在损失函数中加入一个惩罚项
来限制参数范数的大小，防止模型变得过于复杂。权重衰减系数越大，对参数范数
的限制越强，对模型复杂度的控制能力越强。

通过控制这两个因素，我们可以引导模型学习不同类型的解。

• 复杂度控制为什么重要？模型的复杂度与其学习策略和泛化能力密切相关。复杂度过高
可能导致模型仅仅 “死记硬背” 训练数据（记忆），而难以泛化到未见过的数据（尤其是
OOD 数据）。复杂度过低则可能无法充分学习数据中的复杂模式。合适的复杂度控制有
助于模型找到平衡，既能拟合训练数据，又能学习到底层的规律（推理），从而更好地泛
化。

• 复杂度控制如何影响模型的学习方式？本章研究发现：
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– 强复杂度控制（小初始化尺度 + 大权重衰减）：倾向于引导模型学习 “推理型解
(Reasoning-based Solution)”。模型会试图找出数据背后的基本规则或运算单元
（基元），并通过组合这些基元来解决问题。这种解通常更简单、更结构化，具有更好
的 OOD 泛化能力。

– 弱复杂度控制（大初始化尺度 + 小权重衰减）：倾向于引导模型学习 “记忆型解
(Memory-based Solution)”。模型更可能直接记住输入和输出之间的特定映射关
系，而不是去理解底层的组合规则。这种解虽然能在训练数据和相似的 ID 测试数
据上表现良好，但在 OOD 场景下通常表现较差。

• 什么是推理型解和记忆型解？

– 推理型解：模型学习了任务的基本组成部分（例如，单个算术运算），并在遇到新组
合时能灵活地应用这些基本部分进行推理得到结果。这种解体现了模型对任务结构
的理解。

– 记忆型解：模型主要记住了训练中见过的特定输入-输出对。当遇到未见过的新组合
时，由于缺乏对基本规则的理解，模型难以正确处理。

• 复杂度控制如何影响模型的泛化能力（尤其是 OOD 泛化）？由于 OOD 任务通常需要
模型理解并应用潜在规则到新的组合上，因此，能够学习推理型解的模型通常具有更好
的 OOD 泛化能力。通过采用强复杂度控制（小初始化、大权重衰减），我们可以促使模
型学习这种推理型解，从而提升其在 OOD 任务上的表现。

13.1 引言

在人体内，存在着一套极其精密的“生命蓝图”，它决定了我们眼睛的颜色、头发的卷曲
度、乳糖代谢能力，甚至影响着运动天赋。这本蓝图的每一个关键“指令”，就是我们所说的基
因。类似地，对于大语言模型而言，其“基因”则是各种超参数，例如模型的层数、宽度、初
始化方式和训练方法等。不同的超参数及其组合方式，最终塑造了模型的不同表现。
在生物学领域，经过数百年的研究，科学家们已经明确了众多基因与其影响的人体特征之

间的对应关系。如图 13.1左栏所示，SLC24A5、HERC2 等基因分别显著影响着肤色、眼睛颜
色等性状。延续这一类比，探究不同的“模型基因”（超参数）如何影响其各项能力表现，同
样是一个至关重要的问题，这直接关系到我们能否设计出符合预期目标的高性能模型。
当前，推理能力是评估大语言模型的核心指标之一，它决定了模型是否能像人类一样进行

有效思考和逻辑推演，从而解决复杂问题。例如：想象将第谷·布拉赫观测积累的天文数据输
入模型进行训练：

265



SLC24A5 à肤色

HERC2à眼颜色

LCT à乳糖耐受性

ACTN3 à运动能力
.
.

Batch size à ?

Layer #à ?

Initialization à ?

Opti meth à ?
.
.

图 13.1: 人体的基因以及大模型的“基因”。

• 在何种条件下，模型仅仅记住了这些数据？

• 在何种条件下，模型能够像开普勒一样，从数据中推导出行星运动的三大定律？

• 又在何种条件下，模型能够发展出更高阶的推理能力，如同牛顿一般，从运动定律中推
演出万有引力定律？

这引出了一个关键问题：是否存在某个（或某些）特定的“模型基因”（超参数），其不同的设
定或状态，会根本性地决定模型最终展现出何种层级的推理能力——是仅仅停留在数据记忆层
面的“第谷模型”，还是能够发现规律的“开普勒模型”，抑或是能构建普适理论的“牛顿模
型”？在本章中，我们将通过复合函数的例子，展示出初始化尺度以及权重衰减系数正是决定
大模型这一关键能力的重要基因，并系统的探究和分析其背后的运作机制。

13.2 定义

我们将通过锚函数研究复杂度控制对模型推理能力的影响，在此之前先介绍在本章中使用
的关键定义。图 13.3 简要描述了我们的定义。

13.2.1 双锚点复合函数

双锚点复合函数将两个顺序运算应用于特定 token。这种设置使我们能够剖析模型是将这
些运算学习为离散的、可组合的规则，还是仅仅记忆特定的输入-输出映射。一个双锚点复合
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图 13.2: 用神经网络训练天文数据，如何得到不同层次的模型？

函数 f(X) : Rn → R 定义为：

f(x1, . . . , xn) = g (g(xi−1;xi);xi+1) , (13.1)

其中 xi, xi+1 ∈ A。这里，输入序列 X = (x1, . . . , xn) 包含 n 个 token。指定一个锚集合
A = {a1, a2, . . . , aJ}，其中每个 token ak ∈ A 对应一个函数 g(x; ak)。在每个 X 中，有且仅
有一对连续元素属于 A，例如 xi, xi+1 ∈ A。我们将紧邻锚对之前的 token 称为 关键项 (key
token)。为了简化符号，我们将双锚点复合函数记作 f(xi−1;xi, xi+1)以强调锚对 (xi, xi+1)和
关键项 xi−1。
在本章中，我们设置锚集合 A = {a, b, c, d}。每个锚对应一个特定的函数：

g(x; a) = x+ 5, g(x; b) = x+ 1,

g(x; c) = x− 2, g(x; d) = x− 8.
(13.2)

示例：假设我们有一个输入序列 X = (23, a, b, 43, 46, 74, 54, 44, 72)。在这个序列中，第二
个和第三个 token（即 token a 和 b）属于锚集合 A，因此形成了一个锚对 (a, b)。紧邻锚对之
前的 token 23 被称为关键项。
对于这个输入序列 X，双锚点复合函数的计算过程如下：

f(X) = f(23; a, b) = g(g(23; a); b)

= g(23 + 5; b) = g(28; b) = 28 + 1 = 29.
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图 13.3: 组合任务的实验设置。左：单锚（即 a, b, c, d）对应特定的算术运算。中：训练期间，
16 个可能的锚对中的 14 个出现在训练集中，剩余的锚对（c, d）和（d, c）作为未见任务被保
留（训练期间不出现）。右：输入序列包含一个锚对、锚对之前的一个关键项，以及与目标无
关的噪声 token。我们使用来自 14 个已见锚对生成的数据构建互斥的训练集和 ID 测试集，而
来自剩余 2 个未见锚对的数据用于形成 OOD 测试集。

13.2.2 数据生成

输入数据：在本研究中，我们使用四个锚（即 a, b, c, d）和从 20 到 100 采样的数值 token
构建输入数据集。对于每个序列，选择两个锚（允许重复）形成一个锚对，序列由这个锚对以
及其他随机采样的数值 token 组成。紧邻锚对之前的 token 被指定为关键项，其余 token 被视
为与目标无关的 噪声 token (noise tokens)。噪声 token 主要用于将训练集与 ID 测试数据
集分开。四个锚形成了 16 个锚对，其中 (c, d) 和 (d, c) 被指定为 未见锚对 (unseen anchor
pairs)。训练数据集基于剩余的 14 个 已见锚对 (seen anchor pairs) 构建。
训练目标：关键项经过双锚点复合函数处理后的输出，即双锚点复合函数对应的输出值。
数据集划分：我们将数据集分为三类：训练集、ID 测试集和 OOD 测试集。对于训练集

和 ID 测试集，锚对选自 14 个已见锚对，不包括 (c, d) 和 (d, c)。对于 OOD 测试集，锚对取
自 (c, d) 或 (d, c)。

13.2.3 初始化和正则化参数

• 初始化率 (Initialization Rate)：初始化率，记作 γ，控制模型内参数初始化的尺度。具

体来说，模型参数通过从正态分布 N
(
0,
(

1
dγin

)2)
中采样来初始化，其中 din 表示输入

的维度。较大的 γ 导致较小的初始化尺度。
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(b, a, 50) = 56, (a, b, 31) = 37  

(a, c, 16) = 19, (c, a, 16) = 19  

(a, d, 67) = 64, (d, a, 99) = 96  

(c, b, 60) = 59, (b, c, 50) = 49  

(d, b, 48) = 39, (b, d, 33) = 24  

(c, d, 77) = 83, (d, c, 90) = 96  

(a, a, 58) = 68, (a, a, 51) = 61  

(b, b, 46) = 48, (b, b, 35) = 37  

(c, c, 36) = 32, (c, c, 29) = 25  

(d, d, 88) = 54, (d, d, 46) = 30

𝜸 逐渐变大

图 13.4: 四个单锚点函数的组合可以形成具有相同输出，但是不同复杂度的映射关系。

• 权重衰减系数 (Weight Decay Coefficient)：权重衰减系数是训练期间 L2 正则化的超
参数，记作 λ。它通过向损失函数添加 λ∥W∥22 来控制正则化强度，其中 W 是模型的权
重。

13.2.4 数据的层级结构

如图13.4所示，按照13.2.2节的方式生成双锚点复合函数可以有不同推理和记忆复杂度的
表现形式，它可以是只通过最小单锚点函数复合形成所有组合映射，可以是记住某种有对称性
的结构，也可以是记住所有双锚点对应的函数关系，还可以是仅仅记住关键项在某个双锚点下
的输出。随着初始化率 γ 逐渐减小（初始化逐渐增大），数据的记忆复杂度逐渐增大，推理复
杂度逐渐减小。

13.2.5 泛化

数据集的划分自然引出了以下两种泛化概念：

• ID 泛化 (In-Distribution Generalization)：在 ID 测试集上的泛化能力，其中所有
锚对都已在训练集中出现过。
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• OOD 泛化 (Out-of-Distribution Generalization)：在 OOD 测试集上的泛化能力，
其中的锚对在训练集中未出现过。

13.2.6 模型架构和基本实验设置

为了进行基础分析并简化机制探索，我们首先采用单头 Transformer 模型。随后的实验将
这些发现扩展到 GPT-2 的多头架构，以确保我们结论的普适性。以下仅介绍单头注意力模型
的架构，多头情况是单头模型的自然扩展。
输入序列表示为一个独热向量 X in。词嵌入 Xem 和第一个 Transformer 块的输入 X(1) 计

算如下：
Xem = X inW em, X(1) = Xem +Xpos, (13.3)

其中 Xpos 是一个可训练的位置向量。对于第 l 层，Q,K, V 定义如下：

Q(l) = X(l)WQ(l),K(l) = X(l)WK(l), V (l) = X(l)W V (l). (13.4)

第 l 层的注意力矩阵 Attn(l) 及其后续输出 Xqkv(l) 计算如下：

Attn(l) = softmax
(
Q(l)K(l)T

√
dk

)
(带掩码),

Xqkv(l) = Attn(l)V (l).

(13.5)

第 l 层注意力层的输出为：

Xao(l) = LN(X(l) +Xqkv(l)W attn,l),

X(l+1) := Xdo(l) = LN(MLP(Xao(l)) +Xao(l)).
(13.6)

其中 “LN” 指的是层归一化 (Layer Normalization)。最终输出通过一个线性投影层投影最后一
层 Xdo(L) 的输出，然后通过 softmax 操作和 argmax 获得预测的 token。
我们使用 fθ(x; a1, a2;n) 表示神经网络对于关键项为 x、锚对为 (a1, a2) 以及噪声 token

序列为 n 的序列的输出。此时，输入序列由 n 中的噪声 token 的值和位置信息唯一确定。
对于基本实验设置，我们在序列的最后一个 token 上使用交叉熵损失，并使用带权重衰减

的 Adam 优化器优化模型。

13.3 复合函数解的阶段划分

在本节中，我们探讨基于 Transformer 的模型（具体为 GPT-2）在使用 13.2.2 节定义的
ID 和 OOD 数据集进行组合任务学习时的不同特征。我们的研究重点是理解初始化尺度和权
重衰减系数的变化如何影响模型的泛化能力。
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首先，我们评估不同初始化尺度对模型 ID 和 OOD 性能的影响，同时将权重衰减系数固
定为 0.01，如图 13.5 所示。横坐标表示初始化率 γ，纵坐标表示在 ID 数据（蓝色）和 OOD
数据（红色）上达到的准确率。根据 ID 和 OOD 泛化能力，我们将不同的初始化设置分为三
个阶段：

Phase 1 Phase 2 Phase 3
Poor Commutativity Good Commutativity

ID Test Accuracy

OOD Test Accuracy

Low ID Accuracy

Low OOD Accuracy

High ID Accuracy

High OOD Accuracy

High ID Accuracy
Low OOD Accuracy

图 13.5: 固定权重衰减系数为 0.01时，GPT-2模型在组合任务上的 ID和 OOD泛化。横坐标
表示初始化率 γ，对应于参数初始化所用正态分布的标准差 (1/din)

γ。纵坐标表示 ID（蓝色）
和 OOD（红色）数据的准确率。不同的阶段根据其 ID 和 OOD 泛化能力进行分类。

• 阶段 1 (差 ID 和差 OOD 泛化): 模型主要依赖记忆，ID 和 OOD 泛化能力都有限。这
对应于非常大或非常小的初始化尺度（γ 值非常小或非常大）。

• 阶段 2 (好 ID 但差 OOD 泛化): 模型学习了复合锚映射（即特定锚对的整体效果），实
现了良好的 ID 泛化，但缺乏对单个锚运算的抽象理解，导致 OOD 泛化较差。这通常出
现在中等到较大的初始化尺度（γ 值中等偏小）。

• 阶段 3 (好 ID 且好 OOD 泛化): 模型学习了单个锚的映射，从更高层次理解了任务结
构，使得在未见锚对上具有强大的 OOD 泛化能力。这通常需要较小的初始化尺度（较
大的 γ 值）。

为了进一步阐明模型的推理能力，我们检查了其对 交换性（commutativity）的学习情
况，这是加法任务中的一个基本属性。具体来说，我们评估当将未见锚对从 (d, c) 交换为 (c, d)

时，保持关键项和噪声 token 不变，模型的输出是否保持一致。（注：我们不关注输出与目标
值的关系。对于 OOD 准确率高的实例，模型自然满足交换性，因为输出与目标值一致。）在
阶段 2 内部，交换性表现出依赖于初始化率的变化。对于较大的初始化率 γ（小参数初始化尺
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度），模型将对称的锚对视为统一实体，因此表现出良好的交换性。形式上，对于大多数关键
项 x 和噪声序列 n，fθ(x; c, d;n) = fθ(x; d, c;n) 成立。而对于较小的初始化率 γ（大参数初
始化尺度），模型将每个锚对视为独立的映射，导致较差的交换性。

图 13.6: 热力图展示了 GPT-2 模型在组合任务上的 OOD 泛化，未见锚对上的准确率由颜色
强度表示。横坐标与图 13.5 相同，纵坐标表示权重衰减系数。每个设置反映了三次独立试验
的平均结果。条纹区域表示 ID 泛化较差（ID 准确率 < 90%）。绿色三角形突出显示了在切换
未见锚对 (c, d) 和 (d, c) 时，交换性较差的情况（交换性概率 < 70%）。

除了初始化尺度，我们还研究了权重衰减系数在塑造模型泛化能力中的作用，如图 13.6
所示。该分析考察了变化的初始化率 γ 和权重衰减系数对 OOD 性能的综合影响，由热图颜
色表示。条纹区域表示 ID 泛化较差（ID 准确率 < 90%），而绿色三角形表示在切换未见锚对
从 (d, c) 到 (c, d) 时交换性概率低于 70% 的情况。
这种模式在所有试验中都保持一致，结果是三个随机种子的平均值。我们得出结论，随着

初始化率和权重衰减系数逐渐增大（即复杂度控制增强），模型经历了从基本记忆到对任务结
构更深层次理解的转变，从而在复杂的泛化任务中增强了推理能力并掌握了底层规则。
我们将初始化率和权重衰减系数的调整均视为对模型的 复杂度控制 ，因为这些参数的值

显著影响模型的复杂度特征。因此，具有不同复杂度水平的模型表现出截然不同的内部机制。
在后续章节中，我们将进一步探讨不同阶段模型的机制和复杂度差异。
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13.4 通过注意力掩蔽策略分析不同阶段的机制

在本节中，我们通过选择性地 掩蔽（masking）特定信息回路来分析不同阶段背后的机
制。这种方法使我们能够隔离和检查关键项和锚对的贡献，系统地研究输出空间，并揭示模型
在不同阶段的内部机制。具体来说：i) 我们通过掩蔽关键项信息来研究不同锚对在输出空间中
的分布模式（图 13.7A, 13.8）。ii) 我们通过掩蔽第二个锚的信息来探索关键项与单个锚在输出
空间中的分布模式（图 13.7B, 13.9）。
为此，我们在模型中掩蔽特定回路，以从输出中排除特定 token的信息（masked activation），

使我们能够研究仅存在其他输入信息时模型的行为。掩蔽是通过禁用特定回路来实现的，如
图 13.7A 和 13.7B 中的虚线灰色线所示，同时保留未掩蔽 token 的正常回路（实线蓝色线）。
为了保留正常回路的结构，掩蔽是在 softmax 操作后的注意力矩阵上应用的。为简化分析，我
们使用一个两层、单头的 Transformer 模型。

Layer 2

Layer 1

output (excludes information of      )

key
token

first
anchor

second
anchor

noise
token

Masked Circuit

...

...

...

...

noise
token

...

...

...

...

output (excludes information of     )

key
token

first
anchor

second
anchor

noise
token

...

...

...

...

noise
token

...

...

...

...

Input & Output
Embeddings

Normal Circuit

Positional
Encoding

LayerNorm

Masked Activation

Normal Activation

A B

图 13.7: (A, B) 应用于 Transformer 模型的掩蔽策略，用于分析特定 token 的贡献。(A) 关
键项 (x) 被掩蔽，将其信息从模型输出中移除，允许分析受锚对 (a1, a2) 和噪声 token 影响的
输出空间分布。(B) 第二个锚 (a2) 被掩蔽，以隔离关键项 (x) 和第一个锚 (a1) 之间的交互。
虚线灰色线表示被掩蔽的回路，实线蓝色线表示正常回路。空心节点描绘了被掩蔽的激活，实
心节点描绘了正常激活。

13.4.1 通过掩蔽关键项进行机制分析

基于前面描述的掩蔽策略，我们通过使用 t-SNE 可视化输出嵌入来分析模型不同阶段背
后的机制。图 13.8 显示了模型在不同条件下如何组织关键项和锚对的表示。对于此分析，我
们为每个锚对随机采样了 50 个数据点，以评估模型区分不同映射的有效性以及它是否遵守任
务特定属性（如交换性）。为了增强清晰度，我们使用相似颜色但不同深浅来表示对称锚对（例
如 (c, d) 和 (d, c)），表明它们在交换运算下的潜在等价性。
图 13.8 中观察到的三个阶段是通过调整初始化率 (γ) 实现的，该参数控制参数初始化的

标准差。在 阶段 1（图 13.8 左面板），不同锚对的表示组织混乱，簇之间存在显著重叠。这表
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Phase 1 Phase 2 (poor commutativity) Phase 2 (good commutativity)
mass pattern

(a, b)

(b, a) (c, d)

(d, c)

(c, b)

(b, c)
(b, d)

(d, b)

(a, d) (d, a)

(a, c)

(c, a)

(a, d) & (d, a)(a, b) & (b, a)

(b, d) & (d, b)

(a, c) & (c, a)

(b, c) & (c, b)
(c, d) & (d, c)

图 13.8: 对模型输出应用主成分分析 (PCA)，以可视化模型对不同锚对的表示。每个锚对采样
50 个数据点。对称锚对（例如 (c, d) 和 (d, c)）以相似颜色但不同深浅显示，以表明它们的等
价性。三个阶段通过调整初始化率 (γ) 实现。

明模型未能捕捉到与每个锚对相关的不同映射，导致表示纠缠和泛化能力差。缺乏清晰结构反
映了模型依赖记忆而非学习任务背后的组合规则。因此，模型在 ID 和 OOD 数据上均表现不
佳，表明其无法在训练分布内进行泛化。
在 阶段 2（图 13.8 中间和右侧面板），模型开始捕捉关键项和锚对之间的结构关系，表现

为出现清晰且分离良好的簇。在中间面板中，模型将对称锚对（例如 (c, d) 和 (d, c)）视为独
立的簇，未能识别它们的等价性。这种缺乏抽象导致尽管 ID 泛化有所改善，但交换性仍然很
差。相比之下，右侧面板展示了一个更高级的模型状态，其中对称对成功合并为单个簇。这种
结构上的改进不仅实现了良好的交换性并增强了泛化，而且暗示了向更简单、基于规则的方法
来拟合数据的过渡。从无组织到高度结构化的簇的转变，突显了模型在后期阶段倾向于采用更
低复杂度和系统性解决方案的趋势。
值得注意的是，阶段 3 是具有良好交换性的解的一种特殊情况。因此，仅从复合锚的角度

分析具有良好交换性的阶段 2 和阶段 3 之间的差异是不可行的。在下一小节中，我们将着重
于在单锚层面上分析这些差异，以揭示模型学习任务的潜在机制。

13.4.2 通过掩蔽第二个锚进行机制分析

为了研究单锚操作背后的机制及其与公式 (13.2)中定义的单锚函数 g(·; ·)的一致性，我们
通过掩蔽第二个锚的信息来分析关键项与单个锚在输出空间中的分布模式，如图 13.7B 所述。
在图 13.9 中，颜色表示被掩蔽模型（隔离了关键项和第一个锚的贡献）输出之间的成对余弦
相似度。每组四个块对应于产生相同 g(x; a1) 值的输入，右侧放大面板提供了这些选定块的 x

和 a1 的详细输入值。
在图 13.9 的左面板（对应阶段 2）中，具有相同 g(x; a1) 值的输出嵌入表现出低相关性，

如稀疏的红色对角线和普遍较低的余弦相似度所示。这一观察结果表明，即使模型捕捉到了对
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图 13.9: 掩蔽第二个锚 (a2) 后模型输出之间的余弦相似度矩阵。每组四个块对应于具有相同
g(x; a1) 值的输入。右侧面板提供了选定块的放大视图，显示了相应输入的 x 和 a1 的详细值。
颜色标度代表余弦相似度值。不同阶段对应于初始化率 γ 的不同值。

称关系，它仍然依赖于记忆复合映射来拟合数据。相比之下，中间面板代表 阶段 3，显示具有
相同 g(x; a1) 值的输入之间存在显著更高的相关性，如对角块中更突出的红色区域所示。这表
明模型是逐步计算单锚映射的，遵循定义的函数 g(·; ·) 来产生最终输出。右侧的放大视图突显
了每个块内跨输入值的一致余弦相似度模式，进一步证实了阶段 3 中的分步推理机制。

这些结果说明了两个阶段之间的根本区别：阶段 2 依赖于记忆复合映射，而阶段 3 通过
逐步计算单锚映射展示了一种基于推理的策略。这种转变凸显了模型在阶段 3 中利用组合规
则泛化 OOD 数据的能力，而不是依赖记忆，并表明模型向更简单、更结构化的数据拟合策略
过渡。

13.5 模型复杂度：相变的关键因素

基于前一节对模型机制的分析，我们假设模型的复杂度偏好（complexity preferences）
在驱动阶段转变中起着关键作用。在本节中，我们从两个关键角度考察这一现象：输入权重的
凝聚（condensation）和词嵌入矩阵的 结构化组织（structured organization）。
凝聚发生在神经元的输入权重聚集在少数几个孤立方向上时，有效降低了模型的复杂度，

并近似为一个较小规模的网络。然而，像词嵌入矩阵这样的参数，需要编码不同输入 token 之
间的区别，会抵抗凝聚，并可能形成系统性的、基于规则的结构。我们通过这两个方面来考察
模型在不同阶段的复杂性。
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13.5.1 输入权重的凝聚

为了研究参数凝聚现象，我们分析了第一层查询权重矩阵 (WQ(1)) 中神经元输入权重之
间的余弦相似度。第 i 个和第 j 个神经元之间的相似度计算为：

WQ(1)[i, :] ·WQ(1)[j, :]

∥WQ(1)[i, :]∥2∥WQ(1)[j, :]∥2
,

结果在图 13.10 中为每个阶段进行了可视化。

Phase 1 Phase 2 Phase 3

图 13.10: 每个阶段中第一层查询权重矩阵 (WQ(1)) 中神经元输入权重之间的余弦相似度。横
坐标和纵坐标均代表神经元索引。矩阵是在权重衰减系数固定为 0.01，初始化率 (γ) 分别设置
为 0.2、0.5 和 0.8 以对应阶段 1、阶段 2 和阶段 3 的设置下计算的。

在 阶段 1，输入权重没有表现出显著的凝聚，神经元之间的余弦相似度较低。这表明神经
元在权重空间中独立取向，对应于高复杂度状态。在 阶段 2，我们观察到轻微的凝聚，神经元
开始沿着有限数量的方向聚集，导致相似度略有增加。最后，在 阶段 3，输入权重强烈地聚集
到少数几个孤立的方向上，形成了具有高组内相似度的不同神经元群组。这种明显的凝聚反映
了复杂性的显著降低，使模型能够近似一个较低维的结构，同时保持任务性能。
图 13.11更加系统地展示了不同初始化尺度下，不同层的参数矩阵的输入权重的余弦相似

度矩阵。其揭示了随着初始化尺度增大，神经元凝聚现象增强，表明模型复杂度降低。

13.5.2 词嵌入矩阵的结构化组织

为了探索模型词嵌入矩阵的结构特性，我们使用 PCA 可视化嵌入空间，如图 13.12 所示。
每个数字代表对应特定 token 的嵌入向量经 PCA 降维后的位置。
在 阶段 1 和 阶段 2，嵌入向量没有表现出任何清晰的结构，token 的位置在降维空间中

不规则地散布。这种缺乏组织性表明模型没有编码 token 之间的系统性关系。然而，在 阶段
3，PCA 可视化揭示了一个高度结构化的模式，token 嵌入以有序和规则的方式排列。这种结
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图 13.11: 不同深度和初始化尺度下 WQ(1) 神经元的余弦相似度矩阵。每个子图表示不同深度
（2 至 6 层，自下而上排列）和初始化率 γ（0.3 至 0.7，从左至右）。颜色表征神经元间的余弦
相似度，暖色调表示更高相似性。神经元按余弦相似度 >0.7 分组以凸显凝聚特性。
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图 13.12: 与图 13.10 相同设置下词嵌入向量的 PCA 可视化。每个数字对应一个特定的 token，
其位置代表通过 PCA 获得的降维嵌入。

构反映了模型倾向于以系统性、基于规则的方式编码关系，使其能够有效泛化，同时保持较低
的复杂度。
值得注意的是，阶段 3 中词嵌入矩阵的相对顺序关系并非对应 token 的简单数值大小关

系。这种顺序关系可能源于四个单锚的定义，其中任意两个单锚操作之间的差异可以通过基本
元素 3 和 4 的加法获得。这种排列与数字在嵌入空间中从两个方向以 3（绿色箭头）和 4（蓝
色箭头）为间隔进行排序是一致的。

13.5.3 凝聚和推理之间的关系

对于参数初始化非常小的情况，当训练开始时，参数聚集在少数方向，随着训练深入，聚
集的方向逐渐增多，模型复杂度慢慢变大，可以记住的东西慢慢变多。但增加复杂度是需要训
练代价的。当模型发现记住 4 种映射就够拟合训练集，学习就停止了，所以它更偏好具有推理
的解。
倘若初始化比较大，模型刚开始就有能力记住十个函数，但难以记住更多的情况，这些它

也不会花代价去寻找更底层的原理，学到的就是对称解。
继续增大初始化，模型初始就有能力记住 16 个函数而不能记住更多，模型就学会 16 个

函数关系。
而在大初始化下，复杂度够高，模型可以把每个输入序列到输出的映射都记住，反而学不

到算术规律，连见过的锚点组合都不能保证完美复现。
实验发现，复杂度控制可以通过调整初始化率和权重衰减系数来实现。这里想强调 γ 的

重要性。回顾相图分析相关的知识，我们知道 γ 可以控制模型的动力学区域，当模型的宽度不
是特别窄的时候，只要 γ 是一样的，不同宽度的网络的动力学行为是类似的，也就是可以学
习到类似的解。这点在训练大模型时尤其重要，因为调参几乎不可能都在超大规模的网络上训
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练，要使大模型和小模型具有类似的动力学行为，这样小模型的结果可以推广到大模型。对于
调整初始化权重的参数，γ 能做到使不同规模的网络的结果尽量相似，而调节初始化分布的标
准差完全做不到这一点。

13.6 在现实任务上的进一步验证

我们在系列组合和推理任务上验证了具有不同初始化尺度和权重衰减设置的模型的性能。
下面，我们介绍每个任务及其相应结果。
组合扩散任务：概念图 (Concept Graphs)

Black: seen cases 
Grey: unseen cases 

Default

Initialization scale decrease

011

010

Target
B

000 100

110

111011

001 101

010

A

图 13.13: (A) Concept Graphs 数据集的结构。该数据集基于三个核心概念变量——颜色、形
状和大小——组织成一个立方体框架，每个变量都有特定的值（例如，颜色为红色或蓝色，形
状为圆形或三角形，大小为大或小）。黑色节点代表用于识别有趣失败模式的稀疏训练数据子
集。(B) 不同初始化率对案例 011 和 010 的组合泛化影响。随着初始化率增加（对应于初始
化尺度减小），模型从表现出有趣的失败模式过渡到实现稳健的组合泛化。紫色框突出显示了
先前工作中使用的默认初始化设置。

Concept Graphs 数据集提供了一个合成且结构化的框架，旨在评估生成模型中的组合泛
化。该数据集建立在三个核心概念变量——颜色、形状和大小——的基础上，每个变量都有特
定值（例如，颜色为红色或蓝色，形状为圆形或三角形，大小为大或小），以立方体的形式组织
了不同概念组合之间的关系，如图 13.13A 所示。先前的工作 Okawa et al. (2024) 发现了一个
显著的组合泛化失败案例，他们称之为 “有趣的失败模式 (interesting failure mode)”。当
模型在数据的稀疏子集上训练时（具体为图 13.13A 中的黑色节点：000, 100, 001 和 111），会
出现这种失败。当在未见元组（如 010，代表小红色圆圈）上测试时，模型错误地生成了一个
小三角形而不是预期的小圆圈。这表明模型在这些条件下无法实现组合泛化。
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基于我们对初始化对模型学习组合任务能力影响的分析，我们使用不同的初始化尺度训练
了用于此任务的模型。我们发现，当初始化尺度较小时，“有趣的失败模式” 消失了，模型实现
了稳健的组合泛化。如图 13.13B 所示，我们从左到右逐渐增加初始化率（减小初始化尺度）。
模型对两个未见概念元组（010和 011）的输出逐渐从三角形过渡到圆形，与目标形状一致。紫
色框突出显示了先前工作中使用的初始化设置，称为默认初始化。值得注意的是，为了精确复
现先前工作中在 γ = 0.5（默认设置）下观察到的行为，我们在此实验中使用了均匀分布进行
参数初始化 θ ∼ U(−d−γin , d

−γ
in )（PyTorch 默认的 kaiming_uniform 分布，这也被 “先前工作”

采用）。当使用正态分布进行初始化时，也观察到了一致的结果。
组合任务：SCAN 和 COGS
SCAN 和 COGS 是经典的、具有更自然语言变化的组合任务。对于 SCAN 数据集，我们

选择了 “跨基本命令泛化组合 (Generalizing composition across primitive commands)” 任务，
其中 “turn left” 命令仅出现在单命令映射中，并与其他复合命令一起训练。我们评估模型在
包含 “turn left” 命令的复合命令上的泛化能力。对于 COGS 数据集，我们在同一集合上训练
后评估 ID 和 OOD 泛化。ID 测试使用具有相同组合模式但不同基元的数据，而 OOD 测试使
用遵循不同组合规则的数据。
如图 13.14A, 13.14B 所示，我们展示了具有不同初始化尺度和权重衰减系数的模型在各

种数据规模下的泛化性能。小初始化和大权重衰减（蓝色）在不同的任务类型和数据规模上始
终优于大初始化和小权重衰减（橙色）。值得注意的是，在 COGS 任务中，即使两种设置的 ID
泛化（使用 20k 训练数据）都达到 99% 以上，OOD 泛化方面的差异仍然显著。
现实任务：法律文书推理
在这个实验中，我们用不同初始化来训练一个 1.8 亿参数的 Transformer 模型，用下一令

牌预测 (Next token prediction)的方式拟合 400亿的词元数据集。然后拿一个没有在训练中出
现过的法律文本来测试模型的推理能力。如 13.15左图所示，在初始化尺度较大时（初始化率 γ

较小），具有高复杂性的预训练模型在未见过的测试数据上无法进行有意义的下一词预测。而
在中等初始化率下，如 13.15中间图所示，具有适度复杂性（常用初始化规模）的模型展示了基
本的语法知识（例如“finds that”）和词汇知识（例如“Jessica”），以及归纳头机制 (induction
head) (Olsson et al., 2022)（例如重复的短语“September 12, 2024”）。进一步继续增大初始
化率，如 13.15右图所示低复杂性模型（即小初始化规模）进一步捕捉到复杂的语义推理，成
功预测了“Plaintiff Michael Anderson”，基于的常识推理是在“Anderson v. Carter”背景下，
一般原告排在第一位，尽管全名“Michael Anderson”之前未出现。并且模型通过 Anderson
被 Carter 殴打的背景下准确预测了“required medical treatment”。
现实任务：加法任务和 SlimPajama 数据集
与传统的加法任务不同，我们使用 基于案例的推理干预实验 (case-based reasoning

intervention experiment) 来研究加法任务中规则学习的泛化。具体来说，我们考虑设置：
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A
Unseen Commond: Turn Left

SCAN Dataset
ID Test Data OOD Test Data

COGS DatasetB

Addition Task SlimPajama Dataset 
Train from Scratch on GPT2 Medium

C D
Train from Scratch Fine-tune

图 13.14: (A, B) 不同初始化尺度和权重衰减系数模型在组合任务上的性能比较。(A) 对于
SCAN 任务，我们评估包含 “turn left” 命令的复合命令的泛化能力。(B) 对于 COGS 任务，
我们在相同数据集上训练后评估 (左面板) ID 和 (右面板) OOD 泛化。小初始化和大权重衰减
（蓝色）在不同任务和数据规模上始终优于大初始化和小权重衰减（橙色）。参数遵循标准差为
d−γin 的零均值正态分布进行初始化。(C) 不同初始化尺度和权重衰减系数模型在加法任务上的
性能比较。我们使用基于案例的推理干预实验，测试集为 a, b ∈ [400, 600]，其余数据作为训练
集。对于从头训练部分，参数遵循标准差为 d−γin 的零均值正态分布进行初始化。对于微调部
分，我们使用 Hugging Face 提供的 GPT-2 模型预训练权重作为微调起点。(D) 不同初始化
尺度和权重衰减系数模型在 SlimPajama 数据集上的性能比较。对于 SlimPajama 数据集，在
GitHub 和 GitHub+Wikipedia 数据上训练的 GPT-2 Medium 模型，使用小初始化尺度始终
获得较低的困惑度。参数遵循标准差为 d−γin 的零均值正态分布进行初始化。
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图 13.15: 从上至下分别是初始化率 γ = 0.1, 0.5, 1.0 训练 Transformer 模型后在同一段法律文
书上不同令牌的下一令牌预测 (Next token prediction) 的准确率。红色表示预测不准，绿色表
示预测准确。实验来自 Hang et al. (2025)。
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a+ b = c，其中 a, b ∈ [0, 999]。我们使用 a, b ∈ [400, 600] 作为测试集，其余数据作为训练集。
这种构建方式阻止了模型简单地模仿与测试集相似的训练数据。我们训练了一个简单的 2 层 1
头模型和一个 GPT-2 模型。如图 13.14C 所示，无论模型大小和学习模式如何，小的初始化
尺度（或大的权重衰减系数）通常导致良好的规则泛化，而大的初始化尺度（或小的权重衰减
系数）则未能完美泛化。
对于 SlimPajama数据集，我们使用了两种数据组成：GitHub部分和 GitHub+Wikipedia

部分。我们使用不同的初始化在两个数据集上训练GPT-2 Medium模型 40B token。如图 13.14D
所示，对于两种数据组成，较小的初始化尺度始终实现了较低的困惑度。

Memorization Reasoning

PrOntoQA Dataset

图 13.16: 不同初始化尺度和权重衰减系数模型在 PrOntoQA 上的性能比较。上面板：大初
始化 (γ = 0.5) 和小权重衰减 (WD = 0.01) 的收敛步数和测试准确率。下面板：小初始化
(γ = 0.7) 和大权重衰减 (WD = 0.1) 的收敛步数和测试准确率。参数遵循标准差为 d−γin 的零
均值正态分布进行初始化。

推理任务：PrOntoQA
PrOntoQA 是一个合成的多步推理数据集，其中每个数据点都指定了对象之间的层次关

系，并要求模型确定一个多步推理链是否正确。在测试期间，我们只评估模型判断层次关系的
准确性。因此，模型的随机猜测准确率为 50%。
图 13.16 说明了具有大初始化（和小权重衰减系数，上面板）和小初始化（和大权重衰减

系数，下面板）的模型关于数据规模的收敛速度和泛化误差。对于具有大初始化（小权重衰减
系数）的模型观察到一个有趣的现象：随着数据量的增加，收敛速度先降低后增加。当数据量
较小时，模型倾向于通过记忆来拟合数据。因此，随着数据量的增加，训练难度增加（即训练
速度减慢），模型的泛化能力较差。随着数据量进一步增长，受其复杂度限制的模型无法再记
住所有数据，因此转向通过推理来拟合数据。这导致拟合速度加快，并产生更好的泛化。相比
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之下，具有小初始化（大权重衰减系数）的模型天生更倾向于通过推理来拟合数据，导致在相
同数据规模下比具有大初始化（小权重衰减系数）的模型收敛更快且泛化更好。

Small Init (              )Large Init (              )

图 13.17: 不同初始化尺度在面对不同数据复杂度时的训练速度。横坐标：模型深度。纵坐标：
模型训练准确率达到 100% 所需的 epoch 数。颜色：推理复杂度。我们对不同初始化、深度和
数据推理复杂度的每个设置进行 9 次随机试验，并取所需 epoch 数的平均值。左面板：大初
始化（初始化率 γ = 0.5）。右面板：小初始化（初始化率 γ = 0.8）。

预训练任务：Scaling Law
在大模型训练中，缩放定律 (Scaling Law) 揭示了模型性能与数据量、参数量之间的数

学关系，彻底改变了大模型研发的范式。我们通过获取不同的缩放定律来研究复杂度控制对
于大语言模型性能的提升。我们分别使用三组不同的复杂度超参数：（1）γ = 1, λ = 1；（2）
γ = 0.5, λ = 0.1；以及（3）σ = 0.02, λ = 0.1，其中 σ = 0.02 表示所有参数的初始化服从均值
为 0，标准差为 0.02 的正态分布。对每组复杂度超参数，我们通过以下实验设计分析其泛化性
能：

• 数据规模实验：固定模型参数量为 8 亿（800M），训练数据量从 2 亿至 12 亿 token
（200M-1.2B）变化；

• 参数规模实验：固定训练数据量为 10 亿 token（1B），模型参数量从 0.5 亿至 8 亿
（50M-800M）变化。

图 13.18展示了在不同的复杂度超参数设置下，模型的测试误差与数据量（左图）和模型参数
量（右图）之间的变化关系。可以看到，控制模型复杂度能够有效降低大模型的测试误差，小
复杂度下测试误差的变化轨迹的截距明显小于大复杂度，证明复杂度控制能够有效提高大模型
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的泛化能力和推理性能。

图 13.18: 不同复杂度超参数设置下的 Scaling Law。左图：固定模型参数为 8 亿，模型测试误
差与数据规模之间的关系；右图：固定数据量为 10 亿 token，模型测试误差与参数规模之间
的关系。

13.7 对不同解决方案背后机制的预测

随着数据复杂性的增加，神经网络通常需要更多的训练步骤来拟合数据。基于我们对不同
解决方案背后机制的分析，我们可以预测具有不同初始化尺度的模型在学习不同复杂度的数据
时会表现出不同程度的困难。为了创建具有不同复杂度水平的数据集，我们故意修改某些复合
映射，同时确保具有对称关系的锚对保持一致（即 f(x; ai, aj) = f(x; aj , ai) ̸= g(g(x; ai); aj)）。
我们将推理复杂度 (reasoning complexity)定义为不满足组合规则的锚对组的数量（注：具
有对称关系的两个锚对被认为属于同一组）。这种推理复杂度捕捉了数据集中违反推理规则并
需要基于记忆的映射的数据的多样性。高的推理复杂度表明存在更复杂的关系和模式，简单的
推理规则无法轻易捕捉。因此，模型必须更多地依赖于记忆特定的数据映射，而不是应用通用
的推理原则。
可以预见，小初始化的模型（即倾向于以尽可能低的复杂度拟合数据）应该使用更多的训

练步骤来拟合具有较大推理复杂度的数据，而大初始化的模型（即容易记住对称解映射的模
型）应该使用相似的训练步骤来拟合具有不同推理复杂度的数据。
为了测量拟合数据所需的训练步骤，我们使用模型训练准确率达到 100%所需的 epoch数

量。我们为每个设置进行了 9 次随机试验。
如图 13.17 所示，倾向于通过记忆解决方案学习数据的模型对具有不同推理复杂度的数据

使用大致相同的训练步骤（图 13.17 左面板），而倾向于通过推理解决方案学习数据的模型确
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Anchor pairs composed of a and b

图 13.19: 不同锚对在其对应训练数据上达到 60% 准确率所需的 epoch 数。锚对 (a, b)、(b, a)、
(a, a) 和 (b, b) 以红色突出显示，因为它们受到非推理解决方案 (a, b) 和 (b, a) 的显著影响。

实对具有较大推理复杂度的数据使用更多的训练步骤（图 13.17 右面板）。这一预测有力地支
持了我们关于不同初始化尺度为何会导致不同解决方案的分析。
我们进一步展示了当推理复杂度为 1 时，不同锚对的拟合速度。在这个实验中，我们同

时将锚对 (a, b) 和 (b, a) 设置为违反组合规则的相同映射。如图 13.19 所示，我们展示了 16
种锚对在其对应训练数据上达到 60% 准确率所需的 epoch 数。我们将四种锚对 (a, b)、(b, a)、
(a, a) 和 (b, b) 用红色突出显示（因为 (a, b) 和 (b, a) 违反了组合规则，上述四种锚对会受到显
著影响）。可以观察到，突出显示的锚对类型表现出明显较慢的训练速度，进一步验证了违反
组合规则的映射的存在会降低小初始化模型的训练速度。
从另一个角度来看，这也使我们能够发现数据集中违反组合规则的映射（通常是噪声数

据）。对于一组分布未知的数据，我们可以通过使用小初始化模型研究不同类型数据的收敛速
度来进行一定程度的区分。

13.8 习题

1. 如何理解组合任务中的分布外推理 (Out-of-Distribution)？在什么情况下我们需要分布外
推理的能力？
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2. 常规的初始化方式，例如 Kaiming 初始化、Xavier 初始化等，是属于大初始化尺度还是
小初始化尺度？

3. 参数初始值的尺度对模型训练过程中学习推理解和记忆解的影响分别是什么？如何通过
实验验证这种影响？

4. 为什么较小的初始化尺度更容易导致模型学习推理解，而较大的初始化尺度则更容易导
致模型学习记忆解？请详细解释背后的机制。

5. 对于一个两层神经网络 fθ(x) =
∑m

k=1 akσ(wk · x)，如果我们希望该网络能够更好地泛
化到分布外（OOD）任务上，应该如何选择参数初始值的尺度？请解释理由。

6. 复合函数任务中，噪声项的意义是什么？是否又更优秀的处理方式？

7. 交换性质也是复合函数中的一项关键属性，模型学习交换性质的复杂度要高于模型学习
到独立的锚？请从直观上解释这一现象。

8. 解释一下为什么图 1.7 的两个子图分别对应 phase 2 和 phase 3 的情况？请你解释 x 与
y 的坐标。

9. 在训练过程中，如何定量地衡量模型参数的凝聚程度？这种凝聚现象对模型学习推理解
和记忆解有什么影响？

10. 参数凝聚现象与词嵌入矩阵的规律性之间存在什么相关性？这两种现象均通过何种方式
促进模型学习数据中的规律？还有什么参数表现形式同样有利于模型学习到推断解吗？

11. 小初始化 & 大权重衰减系数会给模型训练带来什么负面问题？如何避免？

12. 复杂度控制的效果和模型的层数与头数有什么关系？为了达到相同的效果，随着层数加
深我们应该如何调整我们的初始化率？

13. 初始化对模型中的哪些组件更加敏感？尝试对不同的组件使用不同初始化来观察现象

14. 解读一下概念图任务，复杂度控制是否具有模型架构的泛化性质？例如我们已经在 trans-
former 模型上实现，是否可以泛化到普通的 RNN 和 CNN 之中？是否有相应的任务设
计？

15. 为什么 transformer 中的层归一化没有抵消小初始化的影响？

16. 激活函数是否会影响到小初始化的 weight decay 的作用？

17. Dropout 是否也有相同的效果？请你查阅资料考察我们可以给什么组件增加 dropout？
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18. 是否可以设计一种网络，一部分大初始化用于记忆，一部分小初始化用于推理？请你头
脑风暴设计一下。

19. 学习率是否会对复杂度控制产生影响？

20. 为什么小初始化不会很大影响模型的学习效率？
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Chapter 14

深度神经网络的更多现象

在本书前面的章节中，我们已经重点介绍了频率原则和凝聚等现象。本节将带您探索深度
学习中的另外一系列令人着迷的现象。这些现象不仅展示了深度学习的复杂性和潜力，也挑战
了我们对学习、智能和优化的传统理解。

科普篇

现象驱动正在成为深度学习中越来越重要的研究范式。其背后的根本原因在于深度神经网
络作为一个高度非线性强关联的高维复杂系统，很难只依靠演绎，从其数学形式和动力学方程
出发推导出宏观层面的规律。科学发展的历史告诉我们，面对这样复杂的系统，通过实验对其
现象进行系统地观察和归纳常常是建立理解的第一步也是关键的一步。从科学史的角度来看，
当前深度学习的理论研究仍处于前牛顿时代（斯坦福李飞飞）。在这样一个阶段，系统的实验
研究和现象归纳是极为关键的工作。这样的工作也将构成我们迈入牛顿时代的基石。
为了给大家一个直观的理解，我们可以做一个思想实验。假如在热力学诞生前，我们就已

经获知理想气体微观的动力学方程，也就是大量的分子在空气中进行无规则运动，遵循牛顿运
动定律，以弹性方式相碰撞。当考虑阿伏伽德罗常量（∼ 6.02× 1023）量级的分子在一个容器
中的运动时，我们如何才能从 O(1023) 个微分方程中演绎出理想气体的状态方程 PV = nRT

呢？如何才能从这样确定性的方程中演绎出熵增原理呢？我们很难想象这种数学演绎可以在没
有以下实验现象指引的情况下发生：温度、压强、体积是重要的宏观量且三者之间有明确的依
赖关系；尽管动力学方程是可逆的，但是实验中限定在半空间中的分子会迅速布满全空间，而
充满全空间的分子却几乎不可能再聚集到半空间中。
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缩放定律 大语言模型的性能随模型的规模、数据量规模、计算量规模增加而以幂律形式增
加。

密度定律 大语言模型的密度随发布时间增加以而以幂律形式增加。

大语言模型上下文学习 上下文内学习是大型语言模型的一个重要特性，它使模型能够仅通
过给定的任务描述和少量示例，就能快速适应并执行新的任务，无需额外调整模型权重进行学
习。

大语言模型思维链 思维链是指通过引导模型生成中间推理步骤，而不是直接给出问题答案的
方法，这种方法能够显著提高模型在复杂任务中的表现。
在本书前面的章节中，我们已经重点介绍了频率原则和凝聚等现象。本节将带您探索深度

学习中的另外一系列令人着迷的现象。这些现象不仅展示了深度学习的复杂性和潜力，也挑战
了我们对学习、智能和优化的传统理解。

顿悟 (Grokking) 现象 顿悟现象指的是神经网络模型在长期训练过程中先达到训练误差很
小的状态，经过一段时间后会经历一个突然的 grokking 阶段。在这个阶段，模型的性能会迅
速从过拟合状态跃升到良好的泛化状态。

幸运彩票现象 幸运彩票现象提出大型神经网络中存在稀疏的子网络，这些子网络在初始化时
就具有良好的结构，能够在训练中表现出色。

Double Descent 现象 Double descent 现象描述了在增加模型复杂度或训练数据量时，模
型的测试误差可能会出现两次下降的趋势。

神经塌缩现象 神经塌缩现象指的是深度神经网络在训练后期出现的一种特殊状态，其中同类
样本的特征表示会聚集在一起，而不同类别的特征表示会呈现等角分布。

Mode connectivity 现象 Mode connectivity研究发现，神经网络优化景观中的不同局部最
优解通常是相互连接的。

14.1 缩放定律 (Scaling law)

大模型的缩放定律指的是随着模型规模、数据量和计算资源的增长，模型性能、训练损
失和推理能力如何变化的一系列经验性规律。最早由 OpenAI 在Kaplan et al. (2020) 中提出，
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Scaling Law 为大模型的设计和训练提供了重要的指导。
具体来说，缩放定律提出了三大变量对于模型性能的影响：

模型参数规模（Model Size） 模型参数规模 N 指的是神经网络的非嵌入层参数数量，通常
与模型的深度和宽度相关。研究表明，随着参数数量的增加，模型的损失函数呈现出一种幂律
关系：

L(N) =

(
Nc

N

)αN

,

其中 Nc 是缩放定律的常数。
这种幂律关系意味着，增加模型大小会提升模型性能，在训练集足够大的前提下，参数数

量每增加一倍，测试损失就会减少 2αN 倍。
然而增加模型规模带来的性能收益会受到收益递减的影响。随着模型大小的增大，参数每

增加一次，测试损失的提升程度就会变小。这一观察结果表明，虽然增加模型大小是提高性能
的有效方法，但它可能不是最有效的方法，尤其是在计算资源有限的情况下。

数据量（Dataset Size） 模型训练所使用的数据规模也对最终表现产生显著影响。在给定模
型规模下，数据量越大，模型的损失函数也会呈现出一种幂律关系：

L(D) =

(
Dc

D

)αD

,

Scaling Law 表明数据量不足时，即使增加模型参数，模型性能的提升也会受限。
这种幂律关系意味着，增加训练数据集的大小会提升模型性能，数据集大小每增加一倍，

测试损失就会减少 2αD 倍。
然而，类似于模型大小，增加数据集大小带来的性能收益会受到收益递减的影响。随着数

据集的变大，token 数量每增加一倍，模型性能的提升也会受到限制。

计算量（Compute Budget） 除了模型大小和数据集大小之外，计算量是决定语言模型性
能的另一个关键因素。我们以 petaflop/s-day （PF-days）为单位，限制计算量，在最佳大小
的模型上训练足够大的数据集，且 batch size 足够小（这是为了最佳使用计算量），得到 test
loss 与计算量的关系:

L(C) =

(
Cc
C

)αC

.

这种幂律关系意味着增加计算预算会导致性能的持续改进，预算每增加一倍，测试损失就
会减少 2αC 倍。
同样地，增加计算预算带来的性能收益也会受到收益递减的影响，意味着增加计算预算虽

然能提高模型性能，但在资源有限的前提下，很可能并不是最优方法。
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图 14.1: 左图是关于计算量的缩放定律；中图是关于数据量的缩放定律；右图是关于参数量的
缩放定律。取自文献Kaplan et al. (2020) 图 1

14.2 大模型密度定律 (density law)

缩放定律（Scaling Law）刻画了同一个结构的模型的性能与参数量、数据量以及计算量之
间的关系，但如何比较不同模型之间的训练质量？Xiao et al. (2024) 中提出了大模型的密度定
律，用于比较不同模型的训练质量。文章中定义表现为 SM 的模型 M 的密度为

ρ(M) =
N̂(SM )

NM

,

其中，NM 是模型的参数量，N̂(SM ) 是模型的有效参数量，指参考模型在达到与模型 M 相同
表现 SM 时的最小参数量。

如何计算模型的有效参数量 N̂(SM )？ 在Xiao et al. (2024) 中，首先以答案 token 上的条件
损失 L 作为训练目标，并固定数据量 D0 = 1T, 通过训练得到 L 关于参考模型参数量 N 和数
据量 D0 的幂律关系：

L = aN−α + bD−β
0 . (14.1)

再计算一些开源模型在下游任务中的表现 S 与模型在任务测试集上的损失 L，并通过 Sigmoid
函数拟合：

S =
c

1 + e−γ(L−l) + d. (14.2)

最后可以得到参考模型的参数量与模型表现的关系。当给定一个模型的性能 SM 时，通过方
程14.2逆向求解得到 L，再通过方程14.1获得等效参数量：

N̂(SM ) =

(
L̂(SM )− bD−β

0

a

)− 1
α

,
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其中 L̂(SM ) = l − 1
γ
ln
(

c
SM−d − 1

)
是通过 Sigmoid 函数反解得到。

在可以计算模型的有效参数量后便可以根据定义计算模型的密度。在拟合不同时期的模型
的最大密度与模型发布时间后，Xiao et al. (2024) 得到如图 14.2的大模型的密度定律：

ln(ρmax) = A · t+B,

其中 ρmax 是时间 t 时刻所有大模型的最大密度，t 是指 Llama-1 发布以来的时间，单位为天。
同时，Xiao et al. (2024) 拟合得到 A ≈ 0.007，说明大模型的密度大约三个月会翻倍。换

言之，大约只需要三个月的时间，新模型用一半的参数量便可以达到旧模型相同的性能水平。
这一定律深刻地揭示了大型模型技术正以惊人的速度发展。

图 14.2: 大模型的密度定律。取自文献Xiao et al. (2024) 图 1

Xiao et al. (2024) 还给出了以下几个推论：

1. 推理成本指数下降: 保持性能不变，推理算力需求每 3-4 个月减半。

2. 摩尔定律 × 密度定律: 同价位芯片上，可运行的“有效参数”每 88 天翻倍。

3. ChatGPT 后增速: ChatGPT 发布后，密度增长斜率从 0.0048 提升到 0.0073。

4. 压缩 ̸= 密度提升: 常见剪枝/蒸馏往往让密度下降。

5. 向“密度最优训练”转变: 未来训练目标应从“最大性能”转向“最高密度”，实现绿色、
可持续的 Scaling Law。
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14.3 大型语言模型的上下文内学习

在 2020 年，OpenAI 通过具有 1750 亿参数的 GPT3 发现大型语言模型展现了一种令人
惊叹的能力, 叫做上下文学习 (Brown et al., 2020)。上下文学习 (In Context Learning, ICL)
指的是语言模型在只给出几个例子的情况下, 就能够学会完成一项任务的能力, 而不需要对模
型进行额外的训练或调整。在本章中, 我们将通过一些例子来直观地解释上下文学习, 并讨论
一些研究结果, 展示上下文学习的强大效果。
我们先用一个例子来直观地解释上下文学习。假设我们有一个聊天机器人, 我们希望它能

够学会对用户的评论进行情感分析, 即判断一条评论是正面的还是负面的。传统的做法是收集
大量的评论数据, 然后让机器人在这些数据上进行训练和学习。但是使用上下文学习, 我们只
需要给机器人几个例子, 它就能够学会如何进行情感分析了。
具体来说,我们可以给机器人提供几个示例,每个示例包括一条评论和它对应的情感 (正面

或负面), 如图14.3所示。机器人通过阅读这些例子, 就可以大致学会如何判断一条评论的情感
倾向。当我们给机器人一条新的评论时, 它就可以根据之前看到的例子, 来预测这条新评论的
情感是正面还是负面的。

图 14.3: 上下文学习在情感分析任务中的示意图。ICL 需要一段演示上下文, 其中包含几个用
自然语言模板编写的示例。将演示和查询作为输入, 大型语言模型负责进行预测。来源于Dong
et al. (2022)

除了情感分析, 上下文学习还可以应用于许多其他任务中。比如在图片分割处理中，如
图14.4，给定一段自然语言处理的任务要求，以及给一个示例，然后输入一个待处理的图片，
让模型输出该图片的分割结果。
在 OpenAI 的 2020 年的文章中 (Brown et al., 2020)，通过大量实验, 研究者们发现上下
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图 14.4: 视觉上下文学习中的纯图像和文本增强提示。来源于Dong et al. (2022)

文学习在各种自然语言处理任务上都取得了令人印象深刻的效果。例如, 拥有 1750 亿参数的
GPT-3 模型在只给出 32 个例子的情况下, 就在 SuperGLUE 基准测试中取得了接近最先进模
型的结果。在 COPA 和 ReCoRD 数据集上,GPT-3 的上下文学习性能也达到了与当时最好的
微调模型相当的水平。
从这些例子可以看出, 上下文学习允许语言模型在没有大量训练数据的情况下, 仅通过少

量示例就可以学习新的任务。这种学习方式非常类似于人类的学习方式——我们往往也是通过
几个例子来学习一项新技能, 而不需要看过大量的例子。为什么会有上下文学习这个现象仍然
是一个开放的问题。

14.4 大语言模型中的思维链 (Chain of Thought)

在大语言模型中，思维链 (Chain of Thought) 是一种新的提示方法 (Wei et al., 2022)，它
通过让语言模型生成一系列中间推理步骤，来显著提高模型在复杂推理任务上的表现。具体来
说，思维链提示是在少量样本中加入一些思维链的示范，从而诱导语言模型产生类似的推理过
程。图14.5展示了一个思维链提示的例子。

实验表明，在算术、常识和符号推理等任务上，思维链提示能够大幅提升语言模型的表现。
以在 GSM8K 数学应用题数据集上的结果为例，仅用 8 个思维链样本提示的 PaLM 540B 模
型，就超越了微调过的 GPT-3 的准确率，刷新了该任务的最好结果。
更有趣的是，思维链推理能力是随着模型规模逐渐增大而涌现出的新能力。思维链提示在
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图 14.5: 思维链提示的例子。图中展示了标准提示 (左) 和思维链提示 (右) 在一个数学应用题
上的。图片来源 Wei et al. (2022)。

小模型上反而会降低性能，只有在足够大的模型 (如上百亿参数) 上才能带来性能提升，这表
明思维链推理是大语言模型的一种独特能力。
大语言模型中的思维链展现了提示方法的巨大潜力。通过精心设计的提示，我们可以诱导

语言模型展现出类似人类的逐步推理能力。这为开发更加智能、可解释的语言模型应用铺平了
道路。

14.5 顿悟 (grokking) 现象

2022 年，Power 等人在Power et al. (2022) 中发现，利用仅解码器 (Decoder-Only) 的
Transformer训练算法数据集 (algorithmic datasets)时，会出现明显的顿悟现象，如图14.6，即
神经网络训练过程中训练误差先下降到很小，再经过一段时间后测试误差才开始减小。此后，
Barak et al. (2022) 和 Bhattamishra et al. (2022) 在稀疏奇偶函数 (Sparse Parity Function)
的任务中；Liu et al. (2022) 在 MNIST 数据集、IMDb 数据集以及 QM9 数据集上均观察到了
Grokking 现象。

14.6 幸运彩票现象

在 2019 年，Frankle and Carbin (2018) 提出了幸运彩票猜想假设（The Lottery Ticket
Hypothesis）：一个随机初始化的密集神经网络包含一个子网络，即原本网络中有一些参数被
屏蔽不会使用，使得这个子网络以相同的初始化单独训练时，在相同的迭代次数内，能达到与
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图 14.6: 除法算法数据集上的顿悟现象。图片来源于Power et al. (2022)

原网络相当的测试精度。
形式化地，对于一个随机初始化的前馈网络 f(x; θ)，其初始参数为 θ = θ0 ∼ Dθ。在用随

机梯度下降（SGD）训练时，f 在迭代第 j 次时在验证集上达到最小损失 l，此时在测试集上
的精度为 a。现在对网络的参数加一个二值掩码 m ∈ {0, 1}|θ|，即 m以概率 p取 1，概率 1−p
取 0，得到 f(x;m⊙ θ)（⊙ 表示逐元素乘法），以相同的 θ0 进行初始化。如果在相同的训练集
上用 SGD 训练这个子网络（m 固定），则存在一个 m，使得 f 在第 j′ ≤ j 次迭代时达到验证
集最小损失 l′ ≤ l，且在测试集上的精度 a′ ≥ a，同时 m 中 1 的个数远小于 |θ|。
实验发现，用一种迭代剪枝（iterative pruning）的方法可以很好地找到这样的子网络

（图14.7中每条曲线是 5 次试验的平均值。图例中不同颜色表示剪枝后网络中剩余权重不同
的比例。误差线表示任何一次试验的最小值和最大值。）。具体来说，该方法先对整个网络进行
训练，然后每次去掉一部分幅度小的权重，再将保留下的权重重置为初始值，反复迭代多轮。
此时如果剪掉过多的权重，性能也会明显下降。与此同时，如果将保留的权重随机重新初始化，
其性能会大大下降。这说明初始化对于中奖彩票至关重要。
幸运彩票现象表明，尽管深度学习模型参数众多，但其中可能有一小部分参数就对网络性

能起决定性作用。幸运彩票现象还引出了一些有趣的问题：为什么神经网络倾向于包含中奖彩
票？它们是如何在随机初始化和优化过程中形成的？除了剪枝之外，是否还有更高效的方法来
发现中奖彩票？这些都有待进一步的理论和实证研究。
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图 14.7: 在 LeNet(迭代剪枝) 中, 随着训练的进行, 测试精度的变化。（图片来自Frankle and
Carbin (2018) 的图 3）

14.7 神经网络中的 Double Descent 现象

Belkin 等人在 2019 年的一项研究 Belkin et al. (2019) 中，使用不同大小的两层神经网络
在 MNIST 和 CIFAR 等数据集上进行实验，发现了 double descent 现象，也就是测试误差随
着模型增加，会先下降，而后上升，然后再下降。Nakkiran 等人 Nakkiran et al. (2021) 使用
了更深的卷积神经网络 ResNet-18, 当加入标签噪声后,double descent 现象变得非常明显，如
图14.8所示。Nakkiran et al. (2021) 发现 double descent 现象关于优化步数也能被观察到。该
实验中，如果没有加入标签噪声，Double Descent 的现象几乎看不到。

14.8 神经塌缩现象

2020 年，Papyan et al. (2020) 发现了一种称为神经塌缩现象（“Neural Collapse”）。他们
的论文用了四种方式刻画这个现象。本节以其中的两种方式来介绍这个现象。
神经塌缩现象的一个特点是, 随着训练的进行, 同一类别内的样本在特征空间中的可变性

逐渐减小并最终塌缩到类中心。形式化地, 我们可以用最后一层特征的类内协方差矩阵 ΣW 来
刻画这一现象:

ΣW = Avei,c
[
(hi,c − µc)(hi,c − µc)T

]
→ 0 (14.3)

其中 hi,c 表示第 c 类第 i 个样本的最后一层特征，µc 表示第 c 类的特征均值，即类中心。ΣW

收敛到 0 意味着所有类内样本的特征都塌缩到了类中心。
这一现象的直观解释是,随着训练的进行,神经网络学到了如何提取最有判别性的特征。这

些特征能够很好地区分不同类别, 同时忽略了类内的细微差异。因此, 同一类别的样本在特征
空间中变得越来越“紧致”, 最终塌缩成一个点。
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图 14.8: ResNet-18 在 CIFAR-10 和 CIFAR-100 数据集上 (有标签噪声) 的 Double Descent
现象。图片来源于Nakkiran et al. (2021)

神经塌缩现象的另一个特点是, 最后一层特征的类中心会收敛到彼此之间的角度达到最大
的点（Equiangular Tight Frame，ETF），例如正四面体的四个顶点就是在三维空间中原点出
发的四个向量两两角度最大的点。

14.9 Mode connectivity 现象

在深度学习中, 如果我们针对同一个网络架构和数据集, 用不同的随机初始化训练多次, 就
会得到多个不同的权重向量 w1, w2, ..., wn, 它们都是损失函数的局部最小值。Garipov et al.
(2018) 发现的 mode connectivity 指的是, 存在一条从 w1 到 w2 的连续路径, 路径上的每一个
点 w 表示的模型在测试集上的精度都很高, 并且接近 w1 和 w2 所对应模型的精度。
图14.9展示了一个 mode connectivity 的例子。图中展示了 ResNet-164 在 CIFAR-100 数

据集上的交叉熵损失函数的等高线图。横轴和纵轴分别对应两个不同的权重集 w1 和 w2, 它们
都是独立训练得到的。
从图中中间和右侧的图可以看出，在一些局部极小点附近，即 w1 和 w2 之间存在一条弯

曲的路径,沿着路径损失函数的值基本保持不变 (用颜色表示)。这说明,沿着这条路径从 w1 到
w2, 模型的精度基本不变。而 w1 和 w2 之间的直线路径 (图中未画出) 上的损失值要高很多。
类似的 mode connectivity 现象普遍存在于其他网络架构和数据集中。
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图 14.9: ResNet-164在 CIFAR-100上的 mode connectivity。图片来源于Garipov et al. (2018)

Mode connectivity 是深度学习中一个有趣的现象。它表明, 虽然神经网络的权重空间极其
复杂, 充满了大量的局部最小值, 但是这些局部最小值并不是孤立的, 它们可以被简单的曲线连
接起来, 曲线上的模型具有几乎一样的泛化性能。

14.10 习题

1. 什么是缩放定律？

2. 缩放定律对设计神经网络和神经网络训练有什么启示？

3. 什么是密度定律？

4. 什么是大语言模型的上下文学习（In context learning）？上下文学习是大模型表现优异的
核心能力之一么？

5. 什么是思维链？

6. prompt 对大模型的表现影响很大么？

7. 什么是顿悟 (grokking) 现象？

8. 什么是幸运彩票现象？

9. 基于幸运彩票现象，有没有办法在不太影响神经网络的表现的情况下，减少神经网络参
数规模？

10. 什么是 Double Descent 现象？

11. 什么是神经塌缩现象？

12. 什么是 Mode connectivity 现象？
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Chapter 15

神经网络求解微分方程

神经网络技术不仅在自然语言处理和图像识别等领域取得了巨大成功，其在科学问题上
的应用也同样令人瞩目。在许多科学领域，研究人员利用神经网络来模拟和预测复杂系统的行
为。例如，在分子动力学模拟中，神经网络被用于建立分子构型与势能函数之间的映射关系。
通过学习大量的分子结构数据，神经网络能够准确捕捉到这种复杂的非线性关系，从而加速分
子动力学模拟的进行，为研究分子体系的性质和演化提供了有力工具。另一个典型的例子是
AlphaFold，这是一个基于深度学习的蛋白质结构预测系统。了解蛋白质的三维结构对于理解
其生物学功能至关重要，但实验测定蛋白质结构通常耗时耗力。AlphaFold 通过训练神经网络
学习蛋白质序列与结构之间的关系，成功地预测了大量蛋白质的三维结构，为生命科学领域带
来了革命性的突破。
这些成功案例的背后，是神经网络强大的学习能力。在许多复杂的科学任务中，涉及的映

射关系往往呈现出高度非线性和复杂的高维结构。面对这种情况，神经网络能够从大量数据中
自动学习和捕获这些复杂的映射关系，因此成为解决这类问题的利器。特别是人工智能在科学
领域的应用 (AI for Science) 中，研究人员广泛利用神经网络来对复杂的科学问题进行建模和
参数化，这已经成为当前研究的一大热点。通过训练神经网络学习复杂系统的内在规律，科学
家们可以更高效、准确地模拟和预测各种物理、化学、生物学过程，加速科学发现的步伐。
在本章中，我们将从深度学习求解微分方程入手，介绍神经网络在科学问题中的一系列应

用与挑战，展示深度学习方法的潜力和优势。
微分方程是数学、物理学、工程学等多个学科中描述现象和解决问题的基本工具。它们用

于表达变量随时间或空间变化的关系，是理解和预测许多科学和技术领域中系统行为的核心
数学语言。从牛顿运动定律到麦克斯韦电磁场方程，微分方程为我们提供了一个强大的框架来
描述和分析各种自然和人造系统的动态行为。通过建立微分方程模型，研究者可以深入洞察
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系统的内在机理，预测其未来的演化，并探索各种因素对系统行为的影响。根据导数的类型，
微分方程可分为常微分方程 (Ordinary Differential Equations，ODEs) 和偏微分方程 (Partial
Differential Equations，PDEs) 两大类。常微分方程主要处理系统因变量对单一自变量 (通常
是时间) 的变化关系。常微分方程在描述集中参数系统、人口动力学、化学反应动力学等领域
有广泛应用。与之不同，偏微分方程考虑多个自变量 (如时间和空间) 的导数，这使得它们能
够描述更加复杂的分布参数系统的动态行为。偏微分方程在流体动力学、热传导、电磁学、量
子力学等领域发挥着关键作用。通过偏微分方程，我们可以研究波的传播、湍流的产生、场的
分布等复杂现象。
微分方程的求解是一个重要而有挑战性的问题。对于一些简单的微分方程，我们可以通过

解析方法求得精确解。然而，对于大多数实际问题，微分方程往往非常复杂，难以求得解析解。
在这种情况下，数值方法成为求解微分方程的重要手段。传统的数值算法，如欧拉法、有限元
法和有限体积法等，通过离散化时间和空间，将微分方程转化为代数方程组，再使用计算机进
行求解。这些方法在过去几十年中取得了显著进展，推动了计算数学领域的快速发展。

科普篇

为什么要用神经网络求解微分方程？

尽管传统数值算法在求解微分方程方面取得了显著成功，但仍面临诸多挑战。首先，对于
高度非线性、多尺度的微分方程，传统方法通常需要极精细的网格剖分和极小的时间步长，导
致计算成本高昂。其次，在处理复杂边界问题时，网格划分过程耗费大量计算资源。此外，对
于反问题，传统算法需反复求解正问题，计算效率低下。同时，高维偏微分方程的求解常因维
数灾难导致计算复杂度呈指数级增长。这些困难使得某些复杂微分方程问题长期难以有效解
决。相比之下，基于神经网络的方法利用其强大的函数拟合能力，通过训练神经网络近似微分
方程的解，无需手动设计复杂的网格或离散化方案，能够自动学习问题的内在结构和规律，为
解决这些难题提供了新的可能性。

神经网络求解微分方程的方法

• 参数化解的方法 参数化解的方法主要针对特定微分方程提供定制化解决方案。这类方
法通过构建一个参数化的神经网络来表示微分方程的解，并通过优化神经网络的参数，使
其输出的解尽可能满足微分方程的条件。

• 参数化算子的方法 与参数化解的方法不同，参数化算子的方法通过神经网络学习整个
算子映射，这类方法具有更强的通用性，旨在用神经网络对一整类微分方程的算子进行
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参数化。这类方法不局限于求解单个微分方程，而是试图学习微分方程的广义算子，从
而为求解一大类问题提供统一的框架。

15.1 举例：牛顿运动定律

在人工智能与科学交叉的研究领域中，替代模型的概念尤为重要。首先，我们需要明确所
要解决的问题，并将其转化为一个优化问题。通过求解这一优化问题，我们能够直接获得所需
的解。例如，在物理学中，能量最小化问题是一个非常常见且自然存在的优化问题，这使得我
们的工作变得相对简单。
以求解牛顿运动问题为例，假设一个质量为 m 的物体，它在一个一维管道中受到一个随

时间变化的力的作用，F = sin(t) + t，请问它的位置与时间的关系是什么？由于力的形式比较
复杂，因此，我们很难直接理论上把公式算出来。于是，我们假设位置 s(t) 近似满足多项式的
形式：s(t) = a ∗ t+ b ∗ t2 + c ∗ t3 + d ∗ t4 + e。这里 a, b, c, d, e 是待定的参数，那要如何确定这
些参数呢？根据牛顿第二定律：

m
d2s(t)

dt2
= F = sin(t) + t, (15.1)

假设初始状态是 s(0) = 0 和 ds(t)
dt
|t=0 = 0，可以算出 a = 0, e = 0。事实上，这就是一个二

阶的常微分方程的问题。显然由于力的形式比较复杂，这个多项式形式是无法严格满足上述的
微分方程。那我们可以退而求其次，找到一组最靠近的参数就可以。我们希望在每个时间点 t

上，上述等式的误差最小，以平方差为例，即 |md2s(t)
dt2
− (sin(t) + t)|2 最小。假设我们只关心

t ∈ [0, T ]。显然，我们也不能取到所有可能的时间点，一种常用的方法就是在这个时间段时随
机采 n 个点，计算误差

L(b, c, d) =
n∑
i=1

|md2s(ti)

dt2
− (sin(ti) + ti)|2. (15.2)

事实上，这就是一个关于 b, c, d 的三维函数，我们要找到一组 b, c, d 使这个函数值最小。梯度
下降等算法就可以做到。
对于不能直接找到小化形式的问题，我们可以寻找与问题相关的等式形式，例如演化方程

或能量守恒定律。通过将等式的左侧减去右侧并对结果进行平方，我们可以将其转化为一个最
小二乘问题。这种方法不仅简化了问题的复杂性，还为我们提供了一种有效的求解途径。像上
述的问题，对于初始值的情况，我们也可以把 t = 0 的情况代入，获得初始位置和初始速度的
等式，然后得到两个平方差最小的目标函数，也就是 |s(0)− 0|2 和 |ds(t)

dt
|t=0− 0|2，再把三个目

标函数求和一起优化，这样就不用事先求得 a 和 e 的值，对于非常复杂的情况就会更加便利。
在处理涉及连续积分的问题时，我们可以通过离散化的方式将其转化为求和的近似形式，

这使得计算变得更加可行和高效。在这个框架下，上述提到的多项式拟合会带来诸多问题，特
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别是对高维问题，神经网络的角色变得尤为关键。神经网络可以被用来替代最小化问题中的某
些部分，具体来说，神经网络可以直接作为要求解的函数，或者作为要求解函数的一部分，从
而帮助我们更好地捕捉复杂的非线性关系。
这些基于神经网络的方法为解决复杂的微分方程提供了新的视角和工具。它们不仅展示了

神经网络在捕获高维、非线性映射方面的强大能力，也为计算数学领域带来了新的解决方案。
更加详细的介绍可以参考鄂维南教授的综述文章 (E et al., 2021)。在后续章节中，我们将介绍
一些基本的方法，并从现象出发，对这些方法做简单的讨论。
基于神经网络求解微分方程的方法大致可分为两大类。第一类方法是用神经网络参数化

解的方法，针对特定微分方程的定制化解决方案。这类方法通过构建一个参数化的神经网络来
表示微分方程的解，并通过优化神经网络的参数，使其输出的解尽可能满足微分方程的条件。
这类求解方法在二十世纪九十年开始逐步发展，通过方程左端减右端的方式获得最小二乘损
失函数 (Dissanayake and Phan-Thien, 1994)，但受到深度学习低谷的影响，这类方法逐渐被
人淡忘。近年来，随着深度学习重新崛起，这类方法又再次引起科研人员的注意。在 2017 年，
该方法被重新命名为物理驱动的神经网络（Physics-informed Neural Network，PINN）(Raissi
et al., 2019)。类似地，求解微分方程的各类等价问题均可以用来构造神经网络的损失函数，例
如 Ritz 变分的最小化可以用来求解椭圆方程，以 Ritz 变分形式构造损失函数的方法被称为
Deep Ritz 方法 (E and Yu, 2018)，以及类似的 Deep Nitsche 方法 (Liao and Ming, 2021)。

第二类神经网络求解微分方程的方法是通过参数化算子的方法，这类方法具有更强的通
用性，旨在用神经网络对一整类微分方程的算子进行参数化。这类方法不局限于求解单个微分
方程，而是试图学习微分方程的广义算子，从而为求解一大类问题提供统一的框架，比如直接
求解源项和解在离散点之间的映射关系 (Khoo et al., 2017)，DeepOnet (Lu et al., 2019) 和
Fourier Neural Operator (Li et al., 2020) 等方法。但这类方法要达到预期的泛化能力并不容
易。

15.2 参数化解的方法

在本节中，我们将介绍最小二乘法、变分方法和弱解求解法这三种参数化解的方法。

15.2.1 最小二乘法

本小节将介绍使用神经网络求解偏微分方程的最小二乘法，该方法也被称为物理驱动的
神经网络方法 (Physics-informed neural network, PINN) (Dissanayake and Phan-Thien, 1994;
Raissi et al., 2019)。假设我们要解决的偏微分方程具有如下形式：

N (u(x, t)) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (15.3)
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其中，N 是微分算子，u(x, t)是待求解的未知函数，f(x, t)是已知的源项，Ω是空间域，[0, T ]
是时间区间。
定义神经网络解为 uθ(x, t)，用于近似解 u(x, t)。损失函数 L(θ) 可以表示为：

L(θ) = LPDE(θ) + LIC(θ) + LBC(θ) + Ldata(θ), (15.4)

其中，LPDE 用于量化模型对偏微分方程控制律的满足程度，LIC 和 LBC 分别表征模型在初始
条件与边界条件上的拟合误差，Ldata 衡量模型在空间域内已知数据点处的预测偏差。各部分
的具体形式如下：

LPDE(θ) =
1

NPDE

NPDE∑
i=1

|N (uθ(xi, ti))− f(xi, ti)|2 . (15.5)

这里，(xi, ti) 是在计算域 Ω× [0, T ] 中随机选取的点，NPDE 是选取的点的数量。

LIC(θ) =
1

NIC

NIC∑
j=1

|uθ(xj , 0)− u0(xj)|2 , (15.6)

其中，u0(xj) 是初始条件的真实值，(xj , 0) 是在初始时刻的随机选取点，NIC 是选取的点的数
量。

LBC(θ) =
1

NBC

NBC∑
k=1

|uθ(xk, tk)− g(xk, tk)|2 . (15.7)

这里，g(xk, tk) 是边界条件的真实值，(xk, tk) 是在边界上的随机选取点，NBC 是选取的点的
数量。

Ldata(θ) =
1

Ndata

Ndata∑
m=1

|uθ(xm, tm)− û(xm, tm)|2 , (15.8)

其中，û(xm, tm) 是观测数据的值，(xm, tm) 是观测数据的随机选取点，Ndata 是观测数据点的
数量。PINNs 的关键优势在于损失函数可以在域内的任意点进行评估，无需预定义网格或格
点。这使得处理复杂几何形状和高维问题变得高效。

15.2.2 变分方法

Deep Ritz 变分方法 (E and Yu, 2018) 的核心思想是利用深度神经网络来近似求解能量泛
函的最小化问题，从而获得偏微分方程的解。
以泊松方程为例，考虑以下形式的方程：

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω, (15.9)
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其中，∆ 是拉普拉斯算子，u(x) 是待求解的未知函数，f(x) 是已知的源项，Ω 是定义域。我
们还需要考虑边界条件，例如狄利克雷（Dirichlet）边界条件：

u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω, (15.10)

其中，g(x) 是在边界 ∂Ω 上给定的函数。为了解这个方程，我们可以定义一个能量泛函：

E(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫
Ω

fu dx. (15.11)

我们的目标是找到使能量泛函 E(u) 最小化的函数 u，同时满足边界条件。
在 Deep Ritz 方法中，我们使用一个深度神经网络 uθ(x) 来近似解 u(x)。为了确保网络

输出满足边界条件，我们可以在损失函数中加入边界条件的约束。通过优化网络参数 θ，我们
最小化能量泛函的损失函数：

L(θ) = E(uθ) + LBC(θ) = E(uθ) +
1

NBC

NBC∑
k=1

|uθ(xk)− g(xk)|2 . (15.12)

在这里，LBC(θ)是边界条件损失，xk 是在边界上的随机选取点，NBC 是选取的边界点的数量。
对于含时问题，同样可以在损失函数中加入关于初始值的损失。如果问题也有提供一些测量数
据，也可类似地加到损失函数中。
在实际计算中，通常使用数值积分方法来近似上述积分，例如蒙特卡洛积分或自适应积分

技术。
Deep Ritz方法的优点在于对解的正则性要求会降低，求解需要求解的导数的阶数会更低，

对于训练更友好，同时能够有效地处理边界条件。

15.2.3 弱解求解法

弱对抗网络（Weak Adversarial Networks, WAN）(Zang et al., 2020) 利用了偏微分方程
的弱解形式。以二阶椭圆型偏微分方程为例，考虑以下形式的方程：

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω, (15.13)

其中，∆ 是拉普拉斯算子，u(x) 是待求解的未知函数，f(x) 是已知的源项，Ω 是定义域。为
了求解该方程，我们需要考虑其弱形式。
在弱形式中，目标是找到满足以下条件的弱解：∫

Ω

∇u(x) · ∇ϕ(x) dx =

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω). (15.14)

其中，ϕ 是测试函数，H1
0 (Ω) 是适当的希尔伯特空间。
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在 WAN 方法中，我们将弱解和测试函数分别参数化为原始网络和对抗网络。具体而言，
我们定义两个神经网络：

- 原始网络 uθ(x) 用于近似弱解。
- 对抗网络 ϕη(x) 用于近似测试函数。
通过交替更新这两个网络的参数，WAN 能够有效地逼近偏微分方程的弱解。损失函数的

构造基于弱形式的条件：

L(θ, η) =

∥∥∥∥∫
Ω

∇uθ(x) · ∇ϕη(x) dx−
∫
Ω

f(x)ϕη(x) dx

∥∥∥∥2 , (15.15)

为了实现这一目标，WAN 方法通过对抗训练的方式，将原始网络和对抗网络的参数进行
优化。具体而言，我们可以将问题转化为一个最大最小优化问题：

min
θ

max
η

L(θ, η). (15.16)

在这个优化过程中，原始网络的参数 θ 被优化以最小化损失，而对抗网络的参数 η 被优化以
最大化损失。这样的对抗训练机制使得网络能够更好地捕捉到问题的复杂性，从而提高解的精
度。

15.3 参数化算子的方法

传统方法与直接参数化解的神经网络方法，有一个相同的问题，只能求解单个方程。对于
一个新的例子（源项或者边界条件改变，要解一族方程的），如果每次都要重新求解，计算代
价就会很大。一种非常直接的思路就是，能否学习函数之间的映射，例如，输入是初始条件的
函数，输出则是问题的解函数。
当然，我们面临的首要问题是，怎么把一个函数作为神经网络的输入或者输出呢？最简单

的办法就是，在一些固定网格点上采点来表示一个函数。因此，输入就是初始条件函数在选定
网格点上的采样，即一个向量；输出要逼近的就是目标函数在选定网格点上的值，也是一个向
量。神经网络要学习的就是一个高维向量到高维向量的映射。可以通过传统算法求解很多不同
的初始条件获得数据。该方法在 2017 年被发展起来Khoo et al. (2017)。
对于神经网络的输出，我们可以进一步做如下改变。神经网络只输出一个有关位置信息的

值，这个位置信息和初始条件函数一起作为神经网络的网络。这样的好处是可以获得目标函数
的任意点上的值。Deep Operator Network (DeepONet) 采用了这种方式Lu et al. (2019)，并
做了一些结构上的创新。
还有另一种常见的神经网络算子的形式是借助于微分方程的格林函数表示，例如，如果一
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个微分方程的解关于边值条件可以表示成如下形式，

u(x) =

∫
D

G(x, y)f(y)dy, (15.17)

其中 G(x, y) 是格林函数，f(y) 是边值条件函数。那可以学习一个神经网络来表示格林函数，
然后通过离散积分的形式快速获得目标函数的近似。傅里叶神经算子正是利用了这个想法Li
et al. (2020)。
前面提到的神经网络算子都是基于数据驱动，并没有用到方程的具体信息。事实上，在损

失函数中，也可以加入如 PINN 中使用的控制方程最小化的部分，有助于提升模型的性能，这
个探索最早可见于Zhang et al. (2022)。

15.4 优势与不足

在本节中将介绍神经网络求解微分方程的方法相比传统方法的优势与不足。

15.4.1 优势

融合机理与数据 深度学习方法能够有效融合物理机理与数据驱动的特性。通过引入惩罚项，
可以将物理定律、边界条件和初始条件等约束直接嵌入到损失函数中。这种方式不仅提高了模
型的预测精度，还确保了求解结果在物理上是合理的，从而增强了模型的可信度。

神经网络逼近高维函数的能力 深度神经网络具备强大的函数逼近能力，能够处理高维空间中
的复杂函数。相较于传统数值方法，深度学习能够有效地捕捉高维问题中的非线性特征，提供
更精确的解。这一特性对于解决复杂的偏微分方程尤为重要。

无网格化处理高维和复杂边界问题 深度学习方法不依赖于网格划分，这使得它在处理高维和
复杂几何边界问题时具有显著优势。传统的数值方法通常需要精细的网格划分，而深度学习方
法可以在任意点进行求解，避免了网格生成和优化带来的计算负担。

自动微分的优势 深度学习框架通常内置自动微分功能，能够方便地计算神经网络的导数。这
一特性使得深度学习方法特别适合求解微分方程，因为可以直接利用网络输出计算偏微分方程
的残差，并通过反向传播算法高效地更新网络参数。

并行计算优势 深度学习模型的训练过程可以充分利用现代 GPU 的并行计算能力。这一特性
使得大规模数据集的处理和复杂模型的训练变得更加高效，显著缩短了求解时间。这对于需要
实时或近实时解的应用场景（如流体仿真、气候建模等）尤为重要。
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快速求解一类问题 参数化算子方法在推理阶段可以快速地求解一类方程。例如，当边界条件
发生变化时，训练好的神经网络算子不用再经过训练，可直接快速求出对应的解。

求解反问题 方程中需要被确定的一些参数可以直接作为优化问题求解的变量之一，因此，正
反问题的求解可以使用统一的形式。同时，若借助于神经算子求解一类方程，套用传统算法求
解反问题的过程，需要求解大量的正问题，可以用神经网络快速求解算法中的正问题。在反问
题的求解过程中，方程中需要确定的参数可以直接作为优化问题的变量之一，从而使得正问题
和反问题的求解可以以统一的形式进行。此外，通过利用神经算子来求解特定类型的方程，可
以有效地应用传统算法来处理反问题。在这一过程中，神经网络能够快速求解正问题，从而避
免传统算法需要花大量时间求解大量正问题，提高整体求解效率。

15.4.2 不足

对训练数据的依赖 深度学习方法需要大量的训练数据才能取得好的效果，而获取高质量的训
练数据并不容易。特别是对于高维问题，在高维空间获得足够多的高质量的样本点是十分困难
的。

缺乏理论保证 深度学习方法的收敛性、稳定性等理论分析还不够完善，难以给出严格的误差
估计。

对物理约束的满足 深度学习的解可能无法严格满足微分方程的物理约束，需要采取一些策略
来强化约束条件。

计算资源需求大 训练复杂的深度学习模型需要大量的计算资源和时间，对硬件要求较高。

可解释性较弱 深度学习模型通常被视为黑箱，难以解释其内部工作机制，这在一些对可解释
性有严格要求的应用中可能成为障碍。

低精度 受到数据质量和训练方法的限制，深度学习方法的求解精度通常低于复杂的传统数值
格式。

15.5 传统算法和神经网络对于低频的不同偏好

在本节中，我们将以一维泊松方程为例，展示传统算法和神经网络对于低频的不同偏好。
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(a) (b) (c) (d)

(a) (b) (c) (d)

图 15.1: 神经网络与传统算法求解泊松方程的不同频率表现。(a) uref(x). 插入图: |ûref(k)| 关
于频率 k 的函数图像. 黑色的点对应频率的峰值。(b，c) 针对所选的几个频率，对 DNN(b) 和
雅可比方法 (c) 不同 epoch 处得到的训练数据上的 ∆F (k). (d) ∥h− uref∥∞ 在不同运行时间上
的值。

我们考虑的一维泊松方程如下：

−∆u(x) = g(x)� x ∈ Ω = (−1�1), (15.18)

其中 g(x) = sin(x)+ 4 sin(4x)− 8 sin(8x)+ 16 sin(24x)，且边界条件为：u(x) = 0� x = −1, 1.
我们的目标是使用神经网络 uθ(x) 来逼近真实解 uref (x)。为此，我们在区间 [0�1] 上均匀

采样 1001 个训练点 {xi}ni=0，相邻点之间的距离记为 h。为了避免直接计算高阶导数，我们采
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用 Deep Ritz 方法，即使用泊松方程的变分形式 (15.19)作为损失函数：

Iemp =
n−1∑
i=1

(
1

2
|∇xu(xi)|2 − g(xi)u(xi)

)
h+ β

(
u(x0)

2 + u(xn)
2
)
. (15.19)

其中，β 是一个固定的权重系数，用于处理边界条件，也被称为惩罚项。通过不断优化这个损
失函数，我们期望神经网络 uθ(x) 能够逼近真实解 uref (x)。

在训练过程中，我们重点关注 uref (x) 的傅里叶变换结果中三个峰值的收敛情况（如
图 15.1(a)）。图 15.1(b) 清晰地展现了神经网络在训练过程中对不同频率成分的学习偏好：
低频成分比高频成分收敛得更快，这与频率原则相一致。
与之相对，传统的数值方法在处理低频情况时表现出完全不同的倾向。以有限差分法为例，

我们首先将泊松方程离散化，得到一个线性方程组，然后可以使用各种线性代数方法求解，例
如直接法（如高斯消元或 LU 分解）和迭代法（如雅可比迭代或共轭梯度法）。特别地，迭代
方法对于解决来源于微分方程离散化的大型稀疏线性系统尤为适用，因为这类方法可逐步改进
解，且无需存储完整的矩阵，从而使得计算过程更加高效。但此类方法往往存在低频误差大的
缺点，如结果 15.1(c) 所示，传统方法很难消除低频误差。这种频率偏好可以从理论上得到证
明，详见本小节的高阶部分。
基于传统方法和神经网络的对于低频成分的不同偏好，一个直观的想法是在训练的前期

使用神经网络快速学习低频特征，然后在后期切换为传统方法，以更高效地捕捉学习较高频特
征。
在实验中，我们首先使用神经网络来求解公式 Eq.(15.18)) 中的泊松方程，其中 g(x) =

sin(x)+4 sin(4x)−8 sin(8x)+16 sin(24x)。为了使神经网络在停止训练时已经很好地拟合低频
部分，我们需要合理选择训练步数M。接下来，我们将神经网络输出的离散函数值作为新的初
始值，输入到雅可比迭代方法中，继续进行收敛计算。在实验过程中，我们使用 ∥h−uref∥∞ ≜
maxx∈Ω |h(x)− uref(x)| 来量化误差。
图. 15.1(d) 展示了不同方法的收敛情况，绿色星号表示仅使用神经网络解决方程，可以观

察到误差 ∥h− uref∥∞ 在迭代几次后出现波动。虚线表示在神经网络训练到一定程度后，将其
结果作为雅可比迭代的初始条件，继续进行迭代。如果停止训练的步数 M 过小，即结果主要
依赖雅可比迭代法，那么算法需要更长的时间才能收敛，因为雅可比方法对低频部分收敛慢。
反之，如果 M 过大 (对应图中右侧的虚线)，结果就主要依赖神经网络，此时较高频部分的收
敛较慢。选取合适的 M 值 (对应图中的橙色虚线) 可以兼顾两种方法的优势: 利用神经网络快
速拟合低频部分，再借助雅可比方法高效捕捉较高频细节，从而以更快的速度得到收敛的解。
这个例子给我们带来了重要启示: 在解决某些问题时，单独使用 DNN 可能并非最佳选择。

这是因为 DNN 在高频分量的学习上存在收敛缓慢的局限性，可能影响求解效率和精度。利
用 DNN 和传统方法的优势来设计更快的方案可能是科学计算问题的一个有希望的方向，比如
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Huang et al. (2020) 用神经网络作为迭代算法的初始值在很多问题上加速了求解。

15.5.1 多尺度神经网络解 PDE

神经网络对高频误差收敛慢不仅影响计算效率，还可能导致精度问题。高频误差主要包含
物理现象中的小尺度特征，如麦克斯韦方程中的高频电磁场。如果这些高频部分没有被准确解
析，可能导致求解出的整体物理过程缺失关键的细节信息，进而影响我们对物理现象的理解和
应用。
为了克服神经网络学习高频特征慢的问题，第五章提出了一种多尺度神经网络 (Mscale-

DNN)，使用这种网络可以有效地学习高频信息。下面我们通过一个多孔介质中的二维问题示
例来说明 MscaleDNN 的优势。
考虑带有如下源项的泊松方程 (15.18)：

g(x) = 2µ2 sinµx1 sinµx2� µ = 7π, (15.20)

其精确解为
u(x) = sinµx1 sinµx2. (15.21)

我们使用精确解来给出边界条件。如图 1 所示，MscaleDNN 能够准确地捕捉精确解中的振荡
特征，而正常的神经网络则难以准确拟合这些高频震荡。

(a) 精确解 (b) 正常神经网络 (c) MscaleDNN

图 15.2: 多孔二维的例子。图片来源于Liu et al. (2020)。

15.5.2 小结

传统的数值算法在处理高维问题时，常常会遭遇所谓的“维数灾难”——随着问题维度的
增加，计算复杂度呈指数级增长，导致数据处理和操作变得极为困难。然而，神经网络在应对
高维问题方面展现出了显著优势，特别是在拟合高维、非线性以及具有复杂结构的映射时，神
经网络的表现尤为突出。

312



神经网络强大的高维拟合能力是其主要吸引力之一。当我们需要求解具有复杂边界条件或
者特殊性质的偏微分方程时，深度学习可以作为一种强有力的工具，用于捕捉和学习数据中的
结构和模式。与传统方法相比，神经网络有可能在简化模型复杂性的同时，保持较高的求解精
度和计算效率，为解决偏微分方程提供了一种新颖的策略。

15.6 习题

1. 深度学习方法与传统数值方法相比有何异同点?

2. 对于泊松方程15.18. 请写出其有限差分格式，并说明所得代数方程组的系数矩阵 A 的结
构特点。

3. 写出雅可比迭代格式，并分析收敛性。特别地，求出雅可比迭代矩阵的特征值和特征向
量。

4. 边界的损失函数和方程的残差损失函数是相互促进的，还是相互影响的？过强调边界条
件会否扭曲物理规律？

5. 软约束（损失函数）嵌入物理方程，可能带来优化上的问题，有无方法实现“硬约束”？

6. WAN 方法为何采用弱解形式？对比强形式（如 PINN），弱形式在处理解的正则性不足
时有何优势？

7. 多尺度神经网络是如何解决正常 DNN 学习高频特征慢的问题？其网络结构可能引入哪
些关键改进？

8. 参数化解方法 (如 PINN) 能否求解所有 PDE 问题？

9. 参数化解方法和参数化算子方法的核心区别是什么？为何后者在求解“一族方程”时更
具计算效率？

10. 神经算子能否嵌入对称性?

11. 算子学习训练需大量不同边界的数据，这是否将计算负担从” 求解” 转移到” 数据生成”？

12. 在深度求解复杂边界的 PDE 中，如何采集样本？

13. 数据样本的分布是否会影响深度求解 PDE 得到的解的精度？

14. 什么样的 PDE 会更受数据样本的影响？
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15. 对深度求解 PDE 来说，理论缺乏是否致命？如果致命的话，你认为当前最亟需突破的理
论问题是什么？

16. 在高维问题中，如何平衡“数据效率”与“高维表达能力”？

17. 你认为深度学习方法会取代传统数值算法，还是互补共存？

18. 对于 PDE 来说，是否有自己的基本模型？（如文本当中的 transformer？）

19. 你觉的 PDE 的大模型应该是什么样子的，是否有可能出现？

20. 你认为大语言模型是否有求解偏微分方程的潜力或者能力？
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