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第一章 复数

1.1 复数的表示及运算.
1.2 复平面上的点集性质.
1.3 复函数与复映射.
1.4 复球面与无穷远点.



复数的起源

N Z Q R C→ → → →

Tartaglia Cardano



§ 1.1  复数

复数的定义（代数式）：每个复数具有 z=x+iy
的形状，其中x和y是实数，i是虚数单位(-1的平

方根)。x和y分别称为z的实部和虚部，分别记作：

Re , Im .x z y z= =

注1：复数相等, 即两复数实部与虚部分别相等.
注2：两复数不可以比较大小.

1.1.1 复数的基本概念



特殊复数

如果 Imz=0，则z看成一个实数；

如果 Imz不等于零，那么称z为一个虚数；

如果 Imz不等于零，而Rez=0，则称z为一个纯虚数。
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1.1.2 复数的共轭运算与四则运算
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复数在四则运算这个代数结构下，构成一个数域

(对加、减、乘、除运算封闭，对加乘具有交换律、结合律

与分配律，加乘具有单位元与逆元），称为复数域，

记为C， 复数域可以看成实数域的扩张。



1.1.3   复数的几何意义

复数域C 也可以理解成平面RxR，我们称C为

复平面. 
平面上横坐标轴称为实轴，纵坐标轴称为虚

轴.

),(:2 yxiyxzRC +=→

一个复数 z=x+iy 本质上由一对有序实数对(x, y) 

唯一确定。作映射： 1-1对应
（双射）

注：C中“数”与复平面上“点”看作等同。



复数的向量表示

C上向量与复数z=x+iy也构成一一
对应的关系，则复数可以等同于平面
中的向量等价类(在平移关系下)。向量
的长度称为复数的模，定义为

ryxz =+= 22||

Z与正实轴之间的夹角称为复数的辐角, 定义为:

Arg 2z k Rθ π= + ⊂

注1：z=0时辐角无意义。 z ≠ 0时Argz为无穷多值函数 ，辐角
的多值性是很多复变函数多值性的根源.

),( yx

，K为整数.

o

注2：两个复数相等的充要条件: 它们模相等, 辐角相差 2kπ.



辐角主值argz：取Argz的一个属于
(                ]  之间的特殊值.ππ ,−
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注: C中“复数” 与复平面上对应的“向量”看作等同.
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复数加、减法的
几何意义如图:



复数的三角表示及指数表示

非零复数的三角表示定义为：
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从而得到复数的指数形式（ Euler 公式 ）:

.)sin(cos θθθ ireirz =+=



复数乘、除法的几何意义:

⇒=+= 2,1),sin(cos|| kArgziArgzzz kkkk
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注：后一个式子应理解为集合相等。
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同理，对除法，也有：

思考题：说明iz的几何意义? 

注：后一个式子应理解为集合相等。

1 2 1 2( / )Arg z z Argz Argz= −



作为乘积的特例,考虑非零复数 z 的整数次幂

利用三角表示,设 得n次乘幂
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1.1.4 复数的乘幂与开方

(cos sin ),z r iθ θ= +

当 r=1时, 得 De Moivre 公式:
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求非零复数z的n次方根, 相当于解二项方程

n z ϕθ ρ ii ewrez == ,

( 2, 0).nw z n z= ≥ ≠整数

记其根总体为 , 利用指数表示式

来求解, 有

.)( θϕθϕ ρρ iinnini reeree =⇒=

则得z的n次方根:
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例:  求
解：由于
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k=0, 1, 2, 3，4，5 时有6个根.

练习: 1的n次方根公式?



1.1.5 基本（不）等式

关于两个复数的和与差的模、共轭，有以下（不）等式：
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(1) 曲线的复表示 实表示↔

2x ,
2iy .

z z
z z

= +
 = −

2 2

iy,
iy,

.

z x
z x
zz x y

 = +
 = −
 = +

复数在几何上应用举例

↔



例：作C上不同两点a,b的直线l表示式

因为对l上任意z, 向量

在同一方向上或者反方向,则

z a t(b a), t R= + − ∈或者参数表示：
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练习：用复数表示圆的方程？
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§ 1.2   平面点集和区域



a的r邻域(或以为a圆心以r为半径的圆盘U(a,r)) 为：

，设 ),0(, +∞∈∈ rCa

},,|| |{ Czrazz ∈<−

以a为圆心，以r为半径的闭圆盘 定义为：

},,|| |{ Czrazz ∈≤−
( , )U a r

a的r去心邻域定义为：

}.,|| 0|{ Czrazz ∈<−<

点集：由复平面上有限个或无限个点（按某
一规则）组成的集合。



则称a为E的极限点或聚点.

., CaCE ∈⊂ 点设点集

则称a为E的内点.

(3) 0, ( , ) ,r U a r E∀ > ∩ 中有无穷个点

(1) 0 U( , ) ,r a r E∃ > ⊂若 ，

则称a为的E边界点. 集E的全部边界点所组成
的集合称为E的边界，记为

(4) 0, ( , ) E E ,r U a r∀ > ∈ ∉中既有 又有 的点

.E∂

则称a为E的外点.(2) 0 U( , ) ,r a r E∃ > ∩ = ∅若 ，

注1: 内点一定属于E, 但是外点一定不属于E.     

注2: 内点一定是聚点, 但是外点一定不是聚点.     



如果存在r>0 ，使得 则称E是
有界集， 否则称E是无界集.

(0, )E U r⊂

所有点为内点的集合称为开集.

或者没有聚点，或者所有聚点都属于它的集合

称为闭集.

例: 复平面、实轴、虚轴是无界集；复平面是无界开

集（区域） .



复平面C上的集合D，如果满足：

（1）D是非空开集；

（2）D具有连通性, 即D中任意两点可以用完全

属于D 的折线连起来;
则称D是一个区域.

一般说区域就是指开的.
结合前面的定义，可以定义有有界区域、无界区域.

闭(区)域：包括边界点的区域，即 D.D  D ∂∪=



注: 开集不一定是区域，例如



曲线

称 为一条连续
曲线如果x(t)和y(t)都是闭区间[a,b]上连续实函数.

z(a),z(b)称为L的端点（起、终点）。

如果对[a,b]上任意不同两点t及s，且不全是a或b，
有:
则称z(t)是重点。

: ( ) ( ) ( ), ( )L z z t x t iy t a t b= = + ≤ ≤

无重点的连续曲线（即除端点外不自交），
称为简单连续曲线，或Jordan曲线；若还有
z(a)=z(b)，则称L为一条简单连续闭曲线，或
Jordan闭曲线。

)()( sztz =



z(a)=z(b)
简单,闭

z(a) z(b)

简单,不闭 z(a)=z(b)
不简单,闭

不简单,不闭

z(a)

z(b)



如果x(t)和y(t)都在闭区间[a,b]上连续，且

有连续的导函数，且至少其一导函数恒不为零，

则称此曲线为一条光滑曲线。

)(),()()(: btatiytxtzzL ≤≤+==设

类似地，可以定义逐段光滑曲线。



Jordan定理

任意一条Jordan闭曲线把整个复平面分成

两个没有公共点的区域：一个有界的称为内区域，

一个无界的称为外区域。

内区域



区域的连通性

设D是一个区域，在复平面C上，如果D内任何

简单闭曲线所围成的内区域中每一点都属于D，则

称D是单连通区域。

否则称D是多连通区域。



为了以后学习环路积分方便，按照通常的规定：（当

人）沿边界线环行时，所包围的区域始终在人的左手边，

则前进方向为边界线的正方向. 对于有界的单连通区域，

如下图 (a) 的逆时针方向所示即为正方向. 而多连通区

域单连通化后，外围逆时针为正方向，内部顺时针为正方

向，如图 (b),(c)所示. 
 

  
（a） (b) 

 (c)  
 

区域边界线的正方向


为了以后学习闭路积分方便，按照通常的规定：（当人）沿边界线环行时，所包围的区域始终在人的左手边，则前进方向为边界线的正方向. 对于有界的单连通区域，如下图 (a) 的逆时针方向所示即为正方向. 而多连通区域单连通化后，外围逆时针为正方向，内部顺时针为正方向，如图 (b),(c)所示.
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区域边界线的正方向



例：集合

为一个圆环，它是一个多连通有

界区域，其边界为圆：

当判断区域是什么样的区域时，通常需要判断： 
（1）有、无界，(2)单、多连通，（3）开、闭区域. 

}3||2|{ <−< izz

2||,3|| =−=− iziz

区域的判断方法及实例分析

点集 方程(或不等式) 平面几何图形↔↔


当判断区域是什么样的区域时，通常需要判断：

（1）有、无界，(2)单、多连通，（3）开、闭区域.



例: 试确定不等式
i π0 arg
i 4

z
z

−
< <

+  所确

定的点集是什么图形？  

解法一(几何) .
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例: 试确定不等式
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 所确定的点集是什么图形？



_1171034740.unknown





[image: image1]

y







x























－1







－i













[解法 1] 由此等式 
i πarg
i 4

z
z

−
=

+
 

表示到两定点 i, i− 的张角之差等于定数
π
4
的点 z 的集合.由

平面几何的定理知，这是缺了点 i 和 i− 的两个圆弧.见图 1.10 所

示，图中两个圆弧实际上只有实线圆弧才是
i πarg
i 4

z
z

−
=

+
所确定

的点集；虚线圆弧是
i πarg
i 4

z
z

+
=

−
所确定的点集. 

再考虑等式 
iarg 0
i

z
z

−
=

+
确定的点集.实际上，此点集是虚

轴上点 i 以上，点 i− 以下的点的全体。 
从图中看出可见，该点集和图 1.10 中实线圆弧将整个平面

分为两半. 容易验证，左边的部分除去圆域（即图中淡灰色）

为不等式
i π0 arg
i 4

z
z

−
< <

+
所确定的点集. 


再考虑等式 
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确定的点集.实际上，此点集是虚轴上点
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以下的点的全体。

从图中看出可见，该点集和图1.10中实线圆弧将整个平面分为两半. 容易验证，左边的部分除去圆域（即图中淡灰色）为不等式
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所确定的点集.
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设 .z x iy= +  注意到，在 (0,π / 4)的角度区域，正切函

数是单增的，对上述不等式两边均取正切得到 

2 2

20 1
1

x
x y

−
< <

+ −
 

 
由此得到 2 2

0
( 1) 2

x
x y

<
 + + >

   

因为 (0,π / 4)在 I 象限， 
则

2 22 0, 1 0x x y− > + − > . 

解法二（分析）
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左边的部分

除去圆域（即图中

淡灰色）为不等式

所确定的点集. 


设
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 注意到，在
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的角度区域，正切函数是单增的，对上述不等式两边均取正切得到
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由此得到
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因为
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左边的部分除去圆域（即图中淡灰色）为不等式所确定的点集.




1.3 复函数与复映射



定义：设 D 是一个复数 iz x y= + 的集合，若

对每一个 z D∈ ，按照一定的法则，总有一个或几

个复数 iu= +w v 与之对应，则称复变量w 为复

数 z 的复变函数，记为： ( )f z=w . 

1.3.1   复变函数的概念

其中 D 称为 ( )f z 的定义域，函数值w 的全体所构成的集

合称为 ( )f z 的值域，记为 ( ) { | ( ), }f D f z z D= = ∈w w . 

定义：反过来,若对每一个 ( )w f D∈ ，按照同样的

法则，有一个或几个复数 z D∈ 与之对应，则得到 z 为w
的复变函数，记为： 1( ) ( )z f g w−= =w , 成为 ( )f z=w
的反函数. 


定义：设D是一个复数
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的集合，若对每一个
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，按照一定的法则，总有一个或几个复数
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与之对应，则称复变量

[image: image4.wmf]w


为复数z的复变函数，记为：

[image: image5.wmf]()


fz


=


w


.

_1208710468.unknown



_1208710493.unknown



_1208710506.unknown



_1208710478.unknown



_1208710457.unknown




其中D称为
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定义：反过来,若对每一个

[image: image1.wmf]()


wfD


Î


，按照同样的法则，有一个或几个复数
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定义： 每个自变量复数 z ，对应着一

确定的复数w 称 ( )f z=w 为单值函数. 

注：单值函数并不排斥不同的两点 1z 与 2z 可以对应

着同一复数w . 例如 2( )f z z=w = 是这样一个单值函数. 

每一个自变量复数 z ，对应着几个或无穷多

个复数w 的值，则称 ( )f z=w 为多值函数. 

它的反函数 z = w (称为根式函数), w 为自变量，

z 为因变量，由于w 平面上每个点对应于 z 平面上两个

不同的点，因此 z = w 是一多值函数.  


定义： 每个自变量复数
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注：单值函数并不排斥不同的两点
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可以对应着同一复数
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每一个自变量复数
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，对应着几个或无穷多个复数
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的值，则称
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它的反函数
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(称为根式函数), 
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为自变量，

[image: image3.wmf]z


为因变量，由于
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平面上每个点对应于
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平面上两个不同的点，因此
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是一多值函数.
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1.3.2 映射的概念

函数 w=f (z) 在几何上可看做是把 z平面上的一个点集D(定义

集合)变到 w平面上的一个点集G (函数值集合)的映射(或变换). 
如果 D 中的点 z 被映射 w=f (z) 映射成 G中的点 w, 则 w 称为 z 
的象, 而 z 称为 w 的原象.

x u

G
Z

z wW=f(z)

vy W

D

如果函数(映射) w=f (z) 与它的反函数(逆映射) z =ϕ (w)都是

单值的, 则称函数(映射) w =f (z)是一一的. 此时, 我们也称集合D

与集合G是1-1对应的.



1.3.3 复变函数与实函数

( ) ( ) ( ) ( ), ,w f z f x iy u x y iv x y= = + = +

其确定了自变量为x和y的两个二元实变函数 u ,v .

例：单值函数 w = z2. 
令 z = x+iy,  w = u+iv ,  则

u+iv = (x+iy)2 = x2−y2+i2xy ,
因而函数 w = z2 对应于两个二元函数:

u = x2−y2,  v = 2xy

复函数



设函数 w = z2 = (x+iy)2 = x2−y2+i2xy ,
有 u = x2−y2,  v = 2xy

x

y

u

v

O
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1 2
1

z i
z i
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=
= +
= −
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3

1
3 4

1

w
w i
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= − +
=

Im 0
Re 0

1

z y
z x

z

= >
= >

<

2 2

Im 2 0

1

w xy

w u v

= >

= + <
z1

z2

w2

z3 w3w1



函数 w=z2对应于两个二元实变函数: 
u=x2−y2,  v=2xy 把 z 平面上的两族双曲线 x2−y2 = c1 , 
2xy = c2  分别映 射成w平面上的两族平行直线 u=c1 ,  
v=c2 .

1
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−4
−2 x2
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举例：曲线在映射下的像

?8: 122 Γ →=+ = zwyxC

1 1z x iy
w u iv

= + = =
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2222 ,
vu
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1: 22 =+Γ⇒ vu

    1 .w z=例1.



例2 2
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§ 1.4   扩充复平面的几何
意义

---复球面



O

N

x

y

测地投影法:
把地球投影到平面---地图

球极射影。



对复平面内任一点z, 
用直线将z与N相连, 
与球面相交于P点, 
则球面上除N点外

的所有点和复平面
上的所有点有一一
对应的关系, 
这样的球面称作复
球面.

o

z(x,y)
x

y

P(x1,x2,x3)

x1

x2

x3

N(0,0,2r)

除了复数的平面表
示方法外, 还可以

用球面上的点来表
示复数. 
而北极N可以看

作复平面上一个
模为无穷大的点
在球面上的对应
点，称该点为无

穷远点，记作∞。



无穷远点的邻域

对一切r>0,集合

称为无穷远点的一个r 邻域.

},|||{ ∞∈> Czrzz

注1：在扩充复平面上，不含无穷远点的区域的定
义同上； 含无穷远点的区域一定包含无穷远点的
一个邻域.

注2：除非特别指明，一般所说的复平面都是指
不包括无穷远点 ∞在内的非扩充复平面.



模等于：

约定：

+∞=∞ ||

∞=±∞=∞± aa
)0(    ≠∞=⋅∞=∞⋅ aaa

)(0   );0(
0

∞≠=
∞

≠∞= aaaa

这些运算无意义： .0/0,/,0, ∞∞∞⋅∞±∞

注3：扩充复平面 ---包括无穷远点 ∞

在内的复平面. 对于∞来说，实部，虚部和辐角的
概念均无意义。 复平面上的直线，圆周对应于复球
面上的圆周。

C



It’s The End！

Thank You！
作业：习题一

一：1,(2)(4)(6)；2,(2)(3)；
3,(1)（4）(6)；4,(1); 
7,(3);8,(8); 9；12；
二：3，8.
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