
第十章  分离变量法 

上海交通大学数学科学学院 

唐异垒  



分离变量法 

许多物理现象都具有叠加性：由几种不同原因同时出
现时所产生的效果，等于各个原因单独出现时所产生

的效果的叠加，这就是物理学中的叠加原理。 

在解决数学中的线性问题时，可应用物理学中的

叠加原理。 

分离变量法又称Fourier方法，而在波动方程情形也称为
驻波法。它是解决数学物理方程定解问题中的一中基本
方法，这个方法建立在叠加原理的基础上，其基本出发
点是物理学中的机械振动和电磁振动（总可分解为一些
简谐振动的叠加） 



一维波动方程 
齐次方程 

非齐次方程 

一维热传导方程 

二维Laplace方程 

齐次方程 

非齐次方程 

齐次方程 

非齐次方程 



1.两端固定的有界弦的自由振动(第一类齐次边界) 
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其中 为 上分段可导函数。

         首先找到具有变量分离形式的满足方程     （1）
和边界条件（2）的非零特解—得到两个ODE的定
解问题。 

       函数 u(x,t) 具有变量分离形式，即可表示为 

)()(),( tTxXtxu 
(4) 
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§10.1  一维波动方程 



代入PDE（1）和边界条件（2）得 
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以及代入边界条件（2）得 

(0) ( ) ( ) ( ) 0 (6)X T t X L T t 

(5)式中，左端是t的函数，右端是x的函数，t, x不相
关，由此可得只能是常数，记为          从而有 .
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2( ) ( ) 0,   (t 0). (8)T t a T t   

定解问题可分离为分别关于X, T的ODE,且边界条件也同样进行分离  



ODE实系数n阶线性 求解
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由一阶 ： 解 y=ce

设解都具有这种指数形式y=ce ，代入 ，得到

特征方程: 
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    定理 设特征方程共
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    若存在 为复根, 则必共轭成对出现

也为复根，它们重数一样，为 则基本解组中函数

e ，

e ，

它们控制的基本解组函数为
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是n阶线性 的一个基本解组 任意解是这些函数的线性组合



(II) (特征) 固有问题 

情形（A）  

情形（B） 
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情形（C） 0 方程的通解为 

,sincos)( 21 xCxCxX  

由边界条件X(0) = 0推出 ,01 C

再由 ,0sin)( 2  LCLX  知道为了使                 必须 ,02 C

.0sin L

于是有 

这样就找到了一族非零解 
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法二：应用L-变换求ODE边值问题  
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用到(原像)高阶微分性 L ：
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由此，就得到方程（1）满足边界条件 （2）
的变量分离的非零特解（分离变量的形式解 ） 

代入ODE(8)可得 
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其通解为 

再看关于T的方程(8)  

Ck 合到A、B中去了 
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Note 

1. 这样的解有无穷多个。 

2. 单独一个特解不可能恰好满足初始条件(条件太多
影响解的存在性，太少影响唯一性) 

3.一个给定函数可以表示为一个三角函数概率太小，但
是一个性质好的函数(分段可导或满足D-条件)可表示
为三角级数（Fourier级数）的形式。 

 

4. PDE及边界条件都是齐次的，叠加起来还是齐次的。 
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                            Fourier展开定理： 

           满足Dirichlet 条件的周期函数                               

可表示为三角级数（Fourier级数）的形式如下: 
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收敛结果：当t是连续点时，级数收敛于该点的函数值；  

    当t是间断点时，级数收敛于该点左右极限的平均值。  



(III) 特解的叠加 

为了求出原定解问题的解，还需满足初始条件  (3).一般
来讲，前面求出的特解不一定满足初始条件。 

      为此把所有特解             叠加起来，并使之
满足初始条件，即 
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使得 
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因此，                 应分别是                  在[0, L] 上     
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正弦展开的Fourier-系数（或利用固有函数的正交
性），即 
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  这样，我们就给出了混合问题（1）--（3）的形式
解（9），其中系数由上式给出。 

方程左边是Fourier正弦级数,这就提示需要把
右边的展开为F-正弦级数，然后比较F-系数 



是[0, L]上的正交函数列 
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是[0, L]上的正交函数列 
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sina.sinb=[cos(a-b)-cos(a+b)]/2 

积化和差 cosa.cosb=[cos(a-b)+cos(a+b)]/2 
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对(10),(11)两边[0，
L]积分，再由正交性
，也可得系数公式 



分离变量法的解题步骤 

第一步 

第二步 

第三步 

)()(),( tTxXtxu 令 适合PDE方程和边界条件， 

从而定出 )(xX 所适合的常微分方程齐次边值问题，以及 

)(tT 适合的常微分方程。 固有
值问
题 

求解固有值问题，求出全部固有值和固有
函数，并求出相应的         ，从而得到特解。 )(tT

将所有变量分离形式的特解叠加起来，并
利用初始条件定出所有待定系数。 



分离变量


 



常微分方程（关于X）+边界条件 特征(值)函数

常微分方程（关于T）+初始条件 叠加系数

偏微分方程  

     T 
特征值

通解 固有函数



例: 
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)()(),( tTxXtxu 解：令

是齐次方程和齐次边界条件的非零解, 则有 
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其中 
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2. II类齐次边界条件  

        磁致伸缩换能器、鱼群探测换能器等器件的核心是
两端自由的均匀杆，它作纵振动。研究两端自由的自由棒
的纵振动,即定解问题  
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现用          遍除各项即得  
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0 I 0  设 （与 类边界条件类似， 时只有零解）
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现由边界值确定系数  
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固有 (特征)问题 



1 1sin 0 0C L C    ，否则方程只有零解，

   0时，显然对上述特征值、特征函数都满足。 
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将特征值代入
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  特征函数

0 0( )  X x C 



0 0 n nA B A B其中 均为独立的任意常数。一般解为

       把右边的函数展成Fourier余弦级或利用固有函数正交性,  

比较两边的系数  
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由初始条件
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3. III类齐次边界条件  

解: 设                                  并代入方程得  ( , ) ( ) ( )u x t X x T t
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现用          遍除各项即得  
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特征值(固有)问题 



1 1cos 0 0C L C    ，否则方程只有零解，
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固有值
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将特征值代入
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由初始条件
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边界条件、固有值与固有函数关系表 

边界条件 固有值 固有函数 

(0) ( ) 0X X L 

(0) ( ) 0X X L 

(0) ( ) 0X X L  

(0) ( ) 0X X L  

2 2

2
,    1 2k

k
k ,

L


  

2 2

2
,    0,1k

k
k

L


  

2
(2 1)

,    1 2
2

k

k
k ,

L




 
  

 

2
(2 1)

,    1 2
2

k

k
k ,

L




 
  

 

( ) sink

k
X x x

L




( ) cosk

k
X x x

L




(2 1)
( ) sin

2
k

k
X x x

L




(2 1)
( ) cos

2
k

k
X x x

L






例：  

解: 设                                  并代入方程得  ( , ) ( ) ( )u x t X x T t
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把右边的函数展成Fourier余弦级数, 或直接比较两边的系数  
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由初始条件
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 解：



It’s The End！ 

 Thank You！ 
 

作业：习题10 
 

1(1)(2)(4); 3; 4; 待续… 
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