
第四章 级数

§ 4.2 解析函数的Taylor级数展开
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设函数 f(z) 在圆盘 内解析，
那么在U内，
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注：此幂级数展式称为f(z)在 的Taylor展式。

4.2.1 Taylor定理
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证明：由Cauchy积分公式
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由于z是U内任意一点，则在U内展式成立。

上式的级数收敛。把展式代入积分，利用解析
函数的高阶导公式,

证唯一性用反证法，利用解析函数的高
阶导唯一，可证展式的系数唯一。#



推论1： 函数f(z)在一点z0解析的充要条件：
它在z0的某邻域内可展为 的幂级数。

综合幂级数的性质（和函数在收敛圆内
解析），可得一个函数解析的另一个刻画：
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推论2：幂级数的和函数f(z)在其收敛圆周
上至少有一个奇点.       
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函数 在区域 内解析

（ ） 在区域 内可导；

（ ） 在区域 内可微，并满足 条件；

（ ） 在区域 内存在连续一阶偏导，并满足 条件；

（ ）在区域 内 是 的共轭调和函数；

（ ） 在区域 内可 展开.

解析的等价条件

More
6 ( ) D

D ra
f z⇔（ ） 在区域 内连续且积分与路径无关，

这里 是单连通的。—— 定理



4.2.2 函数展为Taylor级数的方法
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n =α直接法：由Taylor定理直接计算

间接法：利用函数的各种特殊性以及幂级数的
运算与性质。主要有：
(1) 利用几何级数、已知级数作代换或四则运算；
(2) 逐项求导、逐项积分；
(3) 幂级数相乘.
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一些基本展式
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例：求 在z=0的Taylor展式。
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例：把函数 2)1(
1
z+ 展开成 z=0 处的 Taylor 级数. 

解：由于 2)1(
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例：把函数

[image: image1.wmf]2


)


1


(


1


z


+


展开成z=0处的Taylor级数.


解：由于
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有一奇点z1, 在|z|<1内处处解析, 所以可在|z|<1内展开成z的幂级数. 因为
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将上式两边求导得
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§ 4.3 解析函数的Laurent展开



4.3.1  Laurent 级数
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例：函数 在 不解析 但在圆环域

内都是解析的 则 可展开为级数 ？
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设 在圆环域 内解析，

则它在此环域内可展成唯一的双边幂级数

，

其中

C为在圆环域内绕z0的任何一条正向闭曲线.

定理(Laurent 级数展开定理 )

定义：此定理中级数称为Laurent级数。
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4.3.2 解析函数展开为Laurent 级数的方法

可根据代数运算, 代换, 逐项求导和逐项积

分, 级数相乘等方法去展开,   以求得Laurent级
数的展开式.

􀁺􀁺 (1)  在圆环域 内的Laurent 级数；

􀁺􀁺 (2) 在点a附近的Laurent级数：在a的去心邻域内的

Laurent级数;
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(3)  在以a为心的各种圆环域内的Laurent级数.
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注:Laurent级数的系数公式
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（即可利用Laurent系数计算积分）
其中C为圆环域 r<|z−z0|<R 内的任何一条简单
闭曲线,   f (z) 在此圆环域内解析.



§4.4  孤立奇点



函数不解析的点为奇点. 如果函数 f (z)虽在z0

不解析, 但在z0的某一个去心邻域0<|z−z0|<ρ内处

处解析, 则z0称为f (z)的孤立奇点.
11 e 0 .z z

z
=例如函数 和 都以 为孤立奇点

而z=0是函数 ( )
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sin 1
f z

z
= 的非孤立奇点。

4.4.1  孤立奇点的定义



4.4.2 孤立奇点的分类及其判断定理

根据 Laurent 级数的负幂项数， 
将解析函数的孤立奇点分成三类： 
（1）可去奇点—无负幂项； 
（2）极点—有限负幂项； 
（3）本性奇点—无限负幂项. 

将函数 f (z)在它的孤立奇点z0的去心邻域

0<|z−z0|< ρ内展开成Laurent级数. 
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根据Laurent级数的负幂项数，

将解析函数的孤立奇点分成三类：

（1）可去奇点—无负幂项；

（2）极点—有限负幂项；

（3）本性奇点—无限负幂项.
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如果在Laurent级数中只有有限多个z−z0的负幂

项, 且其中关于(z−z0)−1的最高幂为 (z−z0)−m, 即

f (z)=c−m(z−z0)−m+...+c−2(z−z0)−2+c−1(z−z0)−1

+c0+c1(z−z0)+...  (m≥1, c−m≠0),              

则孤立奇点z0称为函数 f (z)的m阶极点. 
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例如 对有理分式函数

是它的三级极点 是它的一阶极点

2. 极点



极点的充要条件
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将 在孤立奇点 的一去心邻域展成

级数，则 为 的 阶极点

级数中关于 的最高幂为

， 在 的某去心邻域

内解析，且 ；

以 为 阶零点；

（不能判定极点阶数）。



函数的零点与极点的关系

设函数 f (z) 能表示成

f (z) = (z−z0) m ϕ (z), 

其中ϕ (z)在z0解析或者以z0为可去奇点, 且

limϕ (z0) ≠ 0, m为某一正整数, 则称z0为f (z)的m

阶零点.
如 f (z)在z0解析, 则z0是 f (z)的m阶零点的

充要条件是： lim f (n)(z0)=0, (n=0,1,2,...,m−1),               

lim f (m)(z0)≠0 .
例： f (z)=z(z−1)3, z=0与z=1是它的一阶与三阶零点.
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3. 本性奇点

如果在Laurent级数中含有无穷多z−z0的负幂

项,则孤立奇点z0称为 f (z)的本性奇点.
1

1
1 2

( ) 0 .

1 11
2! !

z

nz

f z e z

e z z z
n

− − −

= =

= + + + + + 

例如 以 为它的本性奇点因为

有无穷多负幂项。



如果函数 f (z)在z=∞的去心邻域 R<|z|<＋∞内解析, 

称∞为 f (z)的孤立奇点.
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4.4.3  函数在无穷远点的性态



)(wϕ定义：如果w=0是 的可去奇点、（m
阶）极点或本性奇点 是f(z)的可
去奇点、（m阶）极点或本性奇点。
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解析函数在∞的性质
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定理: 设函数f(z)在区域 内

解析，那么 是f(z)的可去奇点、极点

或本性奇点的充要条件是：

+∞<< || zR

∞=z

).(lim zf
z ∞→

)(lim zf
z ∞→
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It’s The End！

Thank You！
习题四

A: 1, (1)(2)(4)(5)；2,偶数号;
4,(2)(4); 5,(4)(5); 7,(2)(4)；8; 10,(2)；
11；12,偶数号；13,奇数号；14；15.

B: 4; 5; 8.
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