
5/7/2019

1

第三章 多维随机变量及其分布
二维随机变量（X,Y）

X和Y的联合分布函数

),(),( yYxXPyxF 
 yx, ( ) ( )F x P X x 

x   

X的分布函数

一维随机变量X

一、二维随机变量的联合分布函数

§3.1 二维随机变量及其分布

分布函数的几何意义

如果用平面上的点 (x, y) 表示二维r.v.
(X , Y )的一组可能的取值，则 F (x, y) 表示
(X , Y ) 的取值落入图所示角形区域的概率.

(x, y)

x

y

F (x, y)的性质

（1）关于x或y单调不减

（4）分别关于x 或y右连续

（2）0 ( , ) 1F x y 

（3） ( , ) 0, ( , ) 0

( , ) 0, ( , ) 1
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(区域演示图见下页)
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设

讨论F (x, y)能否成为二维随机变量的分布
函数？

解

x

y

• •

••

(0,0) (2,0)

(2,2)(0,2)
(2,2) (0,2)

(2,0) (0,0)

F F

F F


 

1 1 1 0

1

   
 

故 F (x, y)不能作为二维随机变量的分布函数

注： 满足上述性质的函数可作为二维随机变量的分布函数
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二维随机变量的边缘分布函数

 xXPxFX )(
  YxXP ,

),(  xF

 yYPyFY )(
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x

x
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y

由联合分布函数 边缘分布函数, 逆不真.

例设随机变量(X ,Y )的联合分布函数为
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arctan),(

其中A , B , C 为常数.
(1) 确定A , B , C ；

(2) 求X 和Y 的边缘分布函数；

(3) 求P (X > 2)

解 (1) 1
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.4/1
可以将二维 r.v.及其边缘分布函数的
概念推广到 n 维 r.v.及其联合分布函
数与边缘分布函数

•定义：若 只取有限对或可列对
实数值

则称其为二维离散型随机变量。

二、二维离散型随机变量

( , )X Y

( , ), . 1,2i jx y i j  

二维随机变量（X,Y）

离散型

,),( ijji pyYxXP 
i, j =1,2, …











i j

ij

ij

p

jip

1

,2,1,,0 

X和Y 的联合概率分布列
( ) ,k kP X x p 

k=1,2, …

离散型

一维随机变量X

0,kp 

1k
k

p 
k=1,2, …

X的概率分布列




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二维随机变量（X,Y）

离散型

X和Y 的联合分布函数

离散型

一维随机变量X

X的分布函数

( ) ( )F x P X x 
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x x
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ijp

二维离散 r.v.的边缘分布列
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记作
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 




 jppyYP j
i

ijj

记作

由联合分布可确定边缘分布,其逆不真.

x1 xi  

11p
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1ip


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ijp

X
Y

( X ,Y ) 的联合分布列

y1
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yj
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x1 xi  

11p
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
jp1


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
ijp

pi• p1• pi•

p• j

p•1

p• j




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yj
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X
Y

联合分布列及边缘分布列

例 二元两点分布

X
Y 

pij p• j

pi•

1            0

1

0

p            0

0 q

p            q

p

q

1

p + q = 1 ，0 < p < 1

例 袋中有3只红球，1只白球，分别采用
有放回和无放回地摸球，连续抽两次，
每次一球，令

1

0
X


 


第一次摸到红球

第一次摸到白球

1

0
Y


 


第二次摸到红球

第二次摸到白球

求（X，Y）的联合分布和边缘分布。
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例 已知随机变量X与Y的分布列分别为

0 1 1 0 1
,

0.5 0.5 0.25 0.5 0.25

   
   
   

且P(XY=0)=1，试求二维随机变量
(X，Y)的联合分布列。

二维随机变量（X,Y）

连续型

),( yxf
X和Y 的联合概率密度函数

0),( yxf

 







1),( dxdyyxf

  


x y
dudvvufyxF ),(),(

连续型

一维随机变量X

X的概率密度函数

( ) 1f x dx





( ) 0f x 

( ) ( )
x

F x f t dt


 

)(xf

三、二维连续型随机变量

不难得出，对连续型 随机变量(X,Y)，
其概率密度与分布函数的关系如下：

),(
2

yxf
yx

F





yxyxf  ),(
),( yyYyxxXxP 从而有

对每个变元连续, 在 的连续点处),( yxf

P( X = a ,-  < Y < +  ) = 0

P(-  < X < + , Y= a ) = 0

 ( , ) ( , )
D

P X Y D f x y dxdy  

若D 是平面上的区域，则

P( X = a ,Y = b ) = 0

 





x

X dvduvufxF ),()(

边缘分布函数与边缘密度函数

 





y

Y dudvvufyF ),()(





 dvvxfxf X ),()(





 duyufyfY ),()(

与离散型相同,已知联合分布可以求
得边缘分布；反之则不能唯一确定.

例设 r.v.( X ,Y ) 的联合 d.f. 为



 


其他,0

,10,0,
),(

yyxkxy
yxf

其中k 为常数.  求

(1)常数 k ;
(2) P ( X + Y  1) , P ( X < 0.5);
(3)边缘 d.f. 与边缘分布函数；
(4)联合分布函数 F (x,y)
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y = x
1

0
x

y

 10,0),(  yyxyxD解 令

D

(1) 1),(  







dxdyyxf

1),( 
D

dxdyyxf



 


1
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2

1
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k

dy
y
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y
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y = x1

0
x

y(2) )1( YXP

0.5

y = x1

0
x

y

  
1

5.0 1
8

y

y
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y = x1

0
x

y

0.5

)5.0( XP
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0

1
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x
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.16/7

由联合密度求出边缘密度
再积分求边缘分布函数.


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 dvvxfxf X ),()(
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xxvdv
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0
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

 
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10,44 3 xxx
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
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10,44
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3 xxx
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
其他,0

10,4
)(

3 yy
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( )XF x =

0,              x < 0，

2x2–x4 ,    0  x < 1, 

1,              x  1

( )YF y

0,             y < 0

y4 ,          0  y < 1,

1 ,            y  1

=

的分段区域

0x

( , )F x y

0y

y = x

1

0 x

y

D

10  x

0 y x 

1x y 

1y 

1x

0 1y 

1y 
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当0 x< 1, 0 y< x 时，

1

(4)     


x y
dvduvufyYxXPyxF ),(,),(

当x<0 或 y<0 时,
F(x,y) = 0

4

0 0
8 yuvdudv

y v
  

当0 x<1,  x y<1时，

422

0
28),( xyxuvdvduyxF

x y

u
  

v=u
1

0
u

v

),( yxF

当0  x <1, y  1时，

 
x

u
uvdvduyxF

0

1
8),(

v=u
1

0
u

v

1422 xx 

当x  1, 0  y < 1时，

v=u
1

0
u

v

1当 x  1, y  1 时，

1),( yxF

4y
 

y v
uvdudv

0 0
8),( yxF

F (x,y) =

0,             x < 0 或 y < 0

y4 ,           0  x <1, 0  y < x ，

2x2y2–x4, 0  x <1,  x  y <1，

2x2–x4 ,    0  x <1, y  1，

y4 ,            x  1, 0  y < 1，

1,              x  1, y  1，

设D是平面上的有界区域，其面积为A.
若二维随机变量（ X,Y）具有概率密度

1
, ( , )

( , )
0,

x y D
f x y A

  
 其它

则称（X,Y）在D上服从均匀分布.

常见的二维分布：
若( X ,Y )服从区域G上的均匀分布, 则

 G1  G, 设G1的面积为A1,

  1
1( , )

A
P X Y G

A
 

边平行于坐标轴的矩形域上的均匀分布的
边缘分布仍为均匀分布

向平面上有界区域D上任投一质点，若质点落在
D内任一小区域B的概率与小区域的面积成正比，
而与B的位置无关. 则质点的坐标（X,Y）在D上
服从均匀分布.
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21y x  

例 设随机向量(X,Y)服从区域D上的均匀分布,

其中 D={(x,y),x2+y2≤1},求X,Y的边缘密度函数.

解 (1)由题意得:





 


其它0

1yx
1

)y,x(f
22



( ) ( , )Xf x f x y dy



 

X

Y

-1 1

21y x 

当 |x|>1 时,  f(x,y)=0,

所以, fX(x)=0

当|x|≤1时,

2 2

2 2

1 1

1 1
( ) [ ] ( , )

x x

X x x
f x f x y dy

   

   
    







2

2

x1

x1
dy

1


2x1

2




所以, 22
1 | | 1

( )
0 | | 1

X

x x
f x

x

   
 

22
1 | | 1

( )
0 | | 1

Y

y y
f y

y

   
 

同理,

例 设(X ,Y ) ~ D 上的均匀分布,

 ( , ) 0 ,0 1D x y y x x    

(1) f ( x, y );
(2) P ( Y > X 2 );
(3) ( X ,Y ) 在平面上的落点到

y 轴距离小于0.3的概率.

求

解 (1)

y=x1

0
x

y

1



 


其他,0

10,0,2
),(

xxy
yxf

D

(2)
y = x2

 
1

0 2
2

x

x
dydx

.3/1

)( 2XYP 

(3) )3.03.0()3.0|(|  XPXP

09.0)3.0(
2
1

2 2 

y = x
1

0 x

y

10.3

若二维随机变量（X,Y）具有概率密度

21
22

11 2

1 1
( , ) exp [( )

2(1 )2 1

x
f x y


   

 
   

21 2 2

1 2 2

2 ( )( ) ( ) ]
x y y  
  

  
  



记作（ X,Y）～N( )
2 2

1 1 2 2, ; , ;    

则称（ X,Y）服从参数为
的二维正态分布.

 ,,,, 2121

其中 均为常数,且

,0,0 21   1|| 
 ,,,, 2121
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正态分布的边缘分布仍为正态分布






xexf
x

X ,
2
1

)(
2
1

2
1

2

)(

1











yeyf
y

Y ,
2
1

)(
2
2

2
2

2

)(

2






则X,Y的边缘概率密度分别为

X~N(μ1,σ1
2),     Y~ N(μ2,σ2

2)

可以证明 若

),,,,(~),( 2
2

2
121 NYX

即 二维正态分布(X,Y)的边缘概率分布是

一维正态分布，反之未必成立．

注：这是二维正态分布(X,Y)的特征，

其他分布未必成立．

例 设二维随机向量(X,Y)的联合概率密度为

),()1(
2

1
),( 2

22





yxxyeyxf

yx


求(X,Y)关于X,Y的边缘概率密度.

解 
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
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  














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
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


  










dyyexdyee

yyx

222

222

2

1









 dyee

yx

22

22

2

1

2

1


2

2

2

1 x

e





即 2

2

2

1
)(

x

X exf





同理可得 2

2

2

1
)(

y

Y eyf





X,Y的边缘概率密度为一维正态分布.

所以,边缘概率密度为一维正态分布的二维随机向量不
一定是二维正态分布.
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在第一章中，我们介绍了条件概率的概念.

)(

)(
)|(

BP

ABP
BAP 

在事件B 发生的条件下事件A 发生的条件概率

推广到随机变量

设有两个r.v X,Y ， 在给定Y取某个或某些值

的条件下，求X的概率分布.

这个分布就是条件分布.

§3.2  二维随机变量的条件概率

2

一、离散型随机变量的条件分布

实际上是第一章讲过的条件概率概念在另
一种形式下的重复.

定义1 设 ( X,Y ) 是二维离散型随机变量，对
于固定的 j，若 P{Y = yj } > 0，则称

为在 Y = yj条件下随机变量X的条件分布律.

P{X= xi |Y= yj }=
j

ji

p

p



 ，i=1,2, …

类似定义在 X= xi 条件下
随机变量Y 的条件分布律.

 
 

,i j

j

P X x Y y

P Y y

 



作为条件的那个r.v,认为取值是给定的，
在此条件下求另一r.v的概率分布.

3

条件分布是一种概率分布，它具有概率

分布的一切性质. 正如条件概率是一种概率，

具有概率的一切性质.

例如：

i=1,2, …  0i jP X x Y y  

 
1

1i j
i

P X x Y y




  

例.已知(X, Y )的联合分布律为

Y           X 0 1

0 3/10 3/10

1 3/10 1/10

求在X＝0及X＝1的条件下，Y的条件分布律;

解:先写出关于X和Y的边缘分布律

Y          X 0 1 p.j
0 3/10 3/10 3/5

1 3/10 1/10 2/5

pi . 3/5 2/5

在X＝0的条件下，Y的条件分布律为

Y／X=0 0 1

Pk 1/2 1/2

3 110{ 0 | 0} ,
3 2

5

P Y X   

3 110{ 1 | 0} ,
3 2

5

P Y X   

同理在X＝1的条件下，Y的条件分布律为

Y／X=1 0 1

Pk 3/4 1/4
6

二、连续型随机变量的条件分布

设(X,Y)是二维连续型r.v，由于对任意x, y,

P{X=x}=0, P{Y=y}=0 ，所以不能直接用条件概

率公式得到条件分布.
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( )

( , )

( )

P X x y y Y y

P X x y y Y y

P y y Y y

    

    


   

x

y - y

y

( , ) ( , )

( ) ( )Y Y

F x y F x y y

F y F y y

  


  

 ( , ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( )Y Y

F x y y F x y y

F y y F y y

   


     

y

设 0y 

( ) 0P Y y 
( )P X x Y y 

但在
中

在条件Y = y下
X 的分布函数

( , )

( )Y

F
x y

y
dF y

dy




( , )

( )

x

Y

f u y du

f y
  def.

( )P X x Y y  

 
0

( , ) ( , ) ( )
lim

( ) ( ) ( )y
Y Y

F x y y F x y y

F y y F y y  

   
     

( , )

( ) 0,Y

f x y

f y 
连续

连续
( , )

( )

x

Y

f u y
du

f y
 

9

则称 为在 的条件下 
 
,

Y

f x y

f y
Y y

的条件概率密度.X

关于 的边缘概率密度为 , Yf y ,X Y Y 若对于固定

  0,Yf y y的 ,

|

( , )
( | )

( )X Y
Y

f x y
f x y

f y


设 X 和 Y 的联合概率密度为  , ,f x y

记为

   
 
,x x

X Y
Y

f u y
f u y du du

f y 
 称 为在Y y

的条件下, 的条件分布函数.X 记为

   或 X YP X x Y y F x y 

定义2

10

|

( , )
( | )

( )Y X
X

f x y
f y x

f x


     
 
,x

X Y
Y

f u y
P X x Y y F x y du

f y
    

即

类似地,可以定义

   
 
,y

Y X
X

f x v
F y x dv

f x
 

11

   
 
,x

Y

f u y
P X x Y y du

f y
    X YF x y 


     

 
,

X Y X Y
Y

f x yd
f x y F x y

d x f y
 

12

例设(X,Y)服从单位圆上的均匀分
布，概率密度为





 

其它,0

1,
1

),(
22 yxyxf 

)|(| xyf XY
求

22
1 , | | 1

( ) ( , )
0, | | 1

X

x x
f x f x y dy

x






    
 



解 X的边缘密度为
x

o

y
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当|x|<1时,有

)(

),(
)|(| xf

yxf
xyf

X
XY 

21)2(

1

x





,
12

1
2x



2 21 1x y x    

x
o

y

x xx

22
1 , | | 1

( ) ( , )
0, | | 1

X

x x
f x f x y dy

x






    
 



14

)|(| xyf XY




 


取其它值y

xyx
x

,0

11,
12

1 22

2

即 当 |x|<1 时,有

X作为已知变量

这里是y的取值范围

X已知的条件下
Y 的条件密度

注：该条件分布是均匀分布。

15

 2 2
1 1 2 2( , ) ~ , ; , ;X Y N     事实上

( )X Yf x y ( , )

( )Y

f x y

f y


2 2
1 1 2 2

2 2 2
1 21 2

2
2
2
2

( ) ( )( ) ( )1
2

2(1 )

2
1 2

( )

2

2

1

2 1

1

2

x x y y

y

e

e

   


   




  



    
   

   







正态分布的条件分布仍为正态分布

正态分布性质

16

2
1

1 22 2
21

1
( ) ( )

2 (1 )

2
1

1

2 1

x y

e


  
 

 

 
    

  


同理，

)( xyf XY 







 )1(),(~ 22

21
1

2
2 


 xN









 )1(),(~ 22

12
2

1
1 


 yN)( yxf YX

17

例 已知

)( xyf XY





 


其他,0

1,
1

2
2 yx

x
y



 


其他,0

10),1(4
)(

2 xxx
xf X

求 





 

2
1

3
2

),5.0(),1( XYPYPYXP

18

解

1

1

)()(),( xfxyfyxf XXY
当f X(x) > 0 时，即 0 < x < 1 时，



 


其他,0

1,8 yxxy

当f X(x) = 0 时，f (x,y) = 0

故



 


其他,0

10,0,8
),(

yyxxy
yxf
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19

x + y =1

)1( YXP

)5.0( YP

1

1

0.5 


y

y
xydxdy

1

1

5.0
8

6
5

1

1

0.5

 
21

0 0
8

y
xydxdy

16
1

20







 

2
1

3
2

XYP
1

10.5

3
2

 








32

2
1

dyyf XY

  


32

21 25.01

2
dy

y


32

21 3
8

dy
y

27
7

21

( , )X Y

1, ,0 1
( , )

0,

y x x
f x y

   
 
 其他

( )Xf x

| ( | )Y Xf y x

1
( | 0)

2
P X Y 

例：设随机变量 的概率密度为

试求：（1）

（2）

（3）
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1

§3.3  随机变量的独立性

—— 将事件独立性推广到 r.v.

设(X,Y )为二维 r.v. 若对任何

)()(),( yYPxXPyYxXP 
则称 r.v. X 和Y 相互独立

两个 r.v. 的相互独立性

实数 x, y 都有

定义

2

由定义知

二维 r.v. ( X, Y ) 相互独立

)()(),( yFxFyxF YX

)()(

),(

,

dYcPbXaP

dYcbXaP

dcba






)()(),(

,

cYPaXPcYaXP

Rca




3

X与Y 独立

)()(),( jiji yYPxXPyYxXP 即
jiij ppp 

连续型

)()(),( yfxfyxf YX

二维随机变量 ( X, Y ) 相互独立,

则边缘分布完全确定联合分布

对一切 i , j 有离散型

X与Y 独立 对任何 x ,y 有

.).( ea

4

二维连续 r.v. ( X,Y ) 相互独立

)0)(()()(  yfyxfxf YYXX

)0)(()()(  xfxyfyf XXYY

随机变量的函数

若X与Y相互独立，g(x)与h(y)是两
个确定函数，则g(X)与h(Y)也相互

独立。

5

若 X ,Y 为相互独立的 r.v.

则aX + b, cY + d 也相互独立；

X 2, Y 2 也相互独立；

随机变量相互独立的概念
可以推广到 n 维随机变量

)()()( 2211 nn xXPxXPxXP  
),,,( 2211 nn xXxXxXP  若

则称 r.v. X 1, X 2 ,      , X n 相互独立

由上结论知

6

例 已知随机变量(X, Y)的联合分布列为

X Y 1 2 3

1 1/3 a b

2 1/6 1/9 1/18

试确定常数a, b使得X与Y相互独立。
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7

0

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

21

21
2
1

2
1

2

2

)(

2

2

)(

1

)())((
2

)(

)1(2

1

2
21

2
1

2
1

12

1



































 













yx

yyxx

ee

e

证 对任何 x,y 有

21,   yx取

);,;,(~),( 2
22

2
11 NYX 相互独立命题

8

21
2

21 2
1

2
1

12

1





故 0

将 0 代入 ),( yxf 即得

)()(),( yfxfyxf YX

9

例 已知 ( X, Y ) 的联合 d.f.为



 


其他,0

10,10,4
),(1

yxxy
yxf(1)



 


其他,0

10,0,8
),(2

yyxxy
yxf(2)

讨论X ,Y 是否独立？

10

解

(1) 由图知边缘 d.f. 为

1

1



 


其他,0

,10,2
)(

xx
xf X



 


其他,0

,10,2
)(

yy
yfY

显然，
)()(),(1 yfxfyxf YX

故 X ,Y 相互独立

11

(2) 由图知边缘 d.f. 为



 


其他,0

,10),1(4
)(

2 xxx
xf X



 


其他,0

,10,4
)(

3 yy
yfY

显然，

)()(),(2 yfxfyxf YX
故 X ,Y 不独立

1

1

12

独立性定理

设f (x,y)是连续二维 r.v. (X ,Y )的联合d.f.，
则X与Y相互独立的充分必要条件是存在
非负可积函数r (x), g(y), 使得

( , ) ( ) ( ) ,f x y r x g y x y    

在一切连续点上成立。

且
( )

( )
( )

X

r x
f x

r x dx







( )
( )

( )
Y

g y
f y

g y dy






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13

利用此结果,不需计算即可得出(1)中的 r.v.
X 与Y 是相互独立的.
再如, 服从矩形域{(x,y)| a<x<b, c<y<d}上
均匀分布的二维 r.v.( X ,Y ),





 


其他0

,
))((

1
),(

dycbxa
cdabyxf

X ,Y 是独立,  且其边缘分布也是均匀分布





 


其他,0

,
1

)( bxa
abxf X





 


其他,0

,
1

)( dyc
cdyfY

14

若



 




其他0

0,06
),(

32 yxe
yxf

yx

则X ,Y 是相互独立的,且其边缘分布为



 




其他,0

0,2
)(

2 xe
xf

x

X



 




其他,0

0,3
)(

3 ye
yf

y

Y

15

若



 




其他0

0,21
),(

3 yxe
yxf

y

则X ,Y 是相互独立的, 且其边缘分布为





 

其他,0

21,
3
1

)( xxf X



 




其他,0

0,3
)(

3 ye
yf

y

Y

注意：若两个随机变量相互独立，且又有相同
的分布，不能说这两个随机变量相等.  如，

X

P

-1       1

0.5     0.5

Y 

P

-1       1

0.5     0.5

X ,Y 相互独立，则

X

-1
1

-1         1

0.25     0.25

Y 

pij

0.25     0.25

P (X = Y ) = 0.5, 故不能说 X = Y .
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在第二章中，我们讨论了一维随机变量函数

的分布，现在我们进一步讨论:

我们先讨论两个随机变量的函数的分布问题，

然后将其推广到多个随机变量的情形.

当随机变量X1, X2, …,Xn的联合分布已知时，

如何求出它们的函数

Y=g(X1, X2, …,Xn),    i=1,2,…,m
的分布?

§3.5  多维随机变量函数的分布

2

一、离散型分布的情形

例 若X、Y独立，P(X=k)=ak , k=0,1,2,…,   

P(Y=k)=bk , k=0,1,2,… ,

求Z=X+Y的概率函数.

解:  )()( rYXPrZP 





r

i

irYPiXP
0

)()(

=a0br+a1br-1+…+arb0





r

i

irYiXP
0

),( 由独立性

此即离散
卷积公式

r=0,1,2, …

和的分布：Z = X + Y

3

例 已知随机变量(X, Y)的联合分布列为

X Y 1 2 3

1 1/5 0 1/5

2 1/5 1/5 1/5

求 1 2, max{ , }Z X Y Z X Y   的分布列.

4

解：依题意





r

i

irYiXPrZP
0

),()(

例 若X和Y相互独立,它们分别服从参数为
的泊松分布,  

证明Z=X+Y服从参数为
1 2, 

1 2  的泊松分布

由卷积公式

i=0,1,2,…

j=0,1,2,…

!
)(

i

e
iXP

i
1

1



!
)(

j

e
jYP

j
2

2



5





r

i

irYiXPrZP
0

),()(

由卷积公式

1 2

i r-i
- -1 2

0

e e
i! (r - i)!

r

i

  


 







r

ir

e

0

i-r
2

i
1

)(

i)!-(ri!

r!

!

21




,)(
! 21

)( 21
r

r

e 





即Z服从参数为 的泊松分布.1 2 

r=0,1，…

6

具有可加性的两个离散分布

设 X ~B (n1, p), Y ~B (n2, p), 且独立，

则 X + Y ~ B ( n1+n2, p)

设 X ~  P (1), Y ~ P (2), 且独立，

则 X + Y ~ P (1+ 2)
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例 设X和Y的联合密度为 f (x,y),求Z=X+Y的密度

解: Z=X+Y的分布函数是:
FZ(z)=P(Z≤z)=P(X+Y ≤ z)

( , )
D

f x y dxdy 
这里积分区域D={(x, y): x+y ≤z}

是直线x+y =z 左下方的半平面.

二、连续型分布的情形

(1)  和的分布：Z = X + Y

• z

•z

8

化成累次积分,得

( ) ( , )Z

x y z

F z f x y dxdy
 

 

( ) [ ( , ) ]
z y

ZF z f x y dx dy
 

 
  

[ ( , ) ]
z y

f x y dy dx
 

 
  

( ) ( ) ( , )Z Zf z F z f z y y dy



  

由X和Y的对称性,  fZ (z)又可写成

( ) ( ) ( , )Z Zf z F z f x z x dx



  

以上两式是两个随机变量和的概率密度的一般公式.

9

特别，当X和Y独立，设(X,Y)关于X,Y的边缘

密度分别为fX(x) , fY(y) ,  则上述两式化为:

( ) ( ) ( )Z X Yf z f z y f y dy



 

这两个公式称为卷积公式 .  记为

( ) ( ) ( )Z X Yf z f x f z x dx



 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Z X Y Y Xf z f z f z f z f z   

推广：已知 ( X ,Y )的联合密度 f (x,y)
求 Z = aX +bY + c 的密度函数,
其中 a,b,c为常数，a , b  0

1
( ) ,

| |Z

z at c
f z f t dt

b b





    
 

1
( ) ,

| |Z

z bt c
f z f t dt

a a





    
 

10

11

例 已知( X ,Y ) 的联合d.f.为



 


其他,0

10,10,1
),(

yx
yxf

Z = X + Y ,求 f Z (z)

解法一（图形定限法）



 


其他,0

10,1
)(

x
xf X



 


其他,0

10,1
)(

y
yfY

显然X ,Y 相互独立,且

12





 dxxzfxfzf YXZ )()()(

 
1

0
)( dxxzfY



 


其他,0

1,1
)(

zxz
xzfY

z

1

z = x


1

0
)( dxxzfY

,20,0  zz 或

,10,1
0

 zdx
z

,21,1
1

1
 

zdx
z

x

2

1
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13













21,2

10,

20,0

)(

zz

zz

zz

zfZ

或

解法二 从分布函数出发

)()( zYXPzFZ 





zyx

dxdyyxf ),(

当z < 0 时，

0)( zFZ

1

y

x

1

14

当0  z < 1 时，





xzz

Z dydxzF
00

1)(

 
z

dxxz
0

)(

2/2z

zzfZ )(

y

x
1

1

•z
•z

15

当1 z < 2 时，







xz

z
dydx

0

1

1
1

 


1

1
)(1

z
dxxzz

12/2 2  zz

zzfZ  2)(

z-1

1

y

x
1•z

•z)1()(  zzFZ

16

1

y

x

1

2

2当2  z 时，

1)( zFZ

0)( zfZ














21,2

10,

20,0

)(

zz

zz

zz

zfZ

或

例 已知 ( X ,Y )的联合密度函数为

3 , 0 1,0
( , )

0,

x x y x
f x y

   
 
 其他

Z = X + Y ,求 f Z (z)

解 ( ) ( , )Zf z f x z x dx



 

3 , 0 1, 2
( , )

0,

x x x z x
f x z x

   
  

 其他

z

x
x = 1

1

2

当 z < 0 或 z > 2 ,  

z

z

z

z

当 0 < z < 1,  

2

/2

9
( ) 3

8

z

Z z
f z xdx z 

当 1 < z < 2,  

2
1

/2

3
( ) 3 (1 )

2 4Z z

z
f z xdx  

f Z (z) = 0
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2

9
, 0 1

8

3
( ) (1 ), 1 2

2 4

0,

Z

z z

z
f z z

  

   





其他

这比用分布函数做简便

20

正态随机变量的结论

若X ,Y 相互独立, ),(~),,(~ 2
22

2
11  NYNX

则 2 2
1 2 1 2~ ( , )X Y N      

niNX iii ,,2,1),,(~ 2 
若 nXXX ,,, 21  相互独立

则 ),(~
1

2

11



n

i
i

n

i
i

n

i
i NX 

推广

21

例如 已知(X ,Y )的联合d.f. f (x,y)，
Z = X / Y , 求 f Z (z)令

(2)  商的分布： Z = X / Y 

0

0

( ) ( ) ( )

( , )

( ( , ) ) ( ( , ) )

Z

x
z

y

yz

yz

X
F z P Z z P Z

Y

f x y dxdy

f x y dx dy f x y dx dy



 

 

   



 



    22

0

0

( ) ( )

( , ) ( , )

Z

d
f z F z

dz

f zy y ydy f zy y ydy






  
( , ) | |f zy y y dy




 

X与Y相互独立时

( ) ( ) ( ) | |Z X Yf z f zy f y y dy



 

23

例 已知( X, Y ) 的联合分布函数为



 




其他,0

0,0,1
),(

)( yxeee
yxF

yxyx

求Z = X / Y 的 p.d.f.

解



 




其他,0

0,0,
),(

)( yxe
yxf

yx





 dvvvzvfzfZ ||),()(

( ) , 0, 0
( , )

0,

zv ve z v
f zv v

   
 


其中
其他 24

( ) 0,Zf z 
( 1)

0
( ) z y

Zf z ye dy
    ( 1)

0

1

1
z yyde

z

   
 

0z  时0z 当 时

( 1)

0
)z ye dy

  ( 1)
0

1
(

1
z yye

z
    


( 1)

0

1

1
z ye dy

z

  
  2

1

( 1)z



21/( 1) , 0

( )
0,

Z

z z
f z

  
 

 z 0
所以
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25

( , )X Y

(1 ) 0, 0
( , )

0

x yxe x y
f x y

   
 
 其他

Z X Y 

例：设二维随机变量 的联合密度函数为

求 的密度函数。

26

(3) 平方和的分布: Z = X 2+Y 2

设(X ,Y )的联合 d.f. 为 f (x,y)，则

)()( 22 zYXPzFZ 









 

,0),(

,0,0

22
zdxdyyxf

z

zyx









 ,0,)sin,cos(

,0,0

0

2

0
zrdrrrfd

z
z




27

例如，X ~ N(0,1), Y  ~ N(0,1), X ,Y 相
互独立， Z = X 2+Y 2 , 则















,0,
2
1

2
1

2
1

,0,0
)( 2

0

2

sin

2

cos 22

zdee

z
zf zz

Z 














 

,0,
2
1

,0,0
)(

2 ze

z
zf z

Z

自由度为2
的 2分布

称为












 ,0,)sin,cos(
2
1

,0,0
)( 2

0
zdzzf

z
zfZ




28

(4) 极值分布：即极大(小)值的分布

离散随机变量的极值分布
可直接计算

仅就独立情形讨论极值分布

29

设连续随机变量X ,Y 相互独立, X ~ FX (x), 

Y ~ FY (y), M = max{X ,Y }, N = min{X ,Y },

求 M ,N 的分布函数.

)},(max{)( uYXPuFM 
),( uYuXP 

)()( uYPuXP 

)()( uFuF YX

30

)},(min{)( vYXPvFN 

)},(min{1 vYXP 
),(1 vYvXP 

)()(1 vYPvXP 
.)](1)][(1[1 vFvF YX 
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推广

nXXX ,,, 21  相互独立，且

nixFX iii ,,2,1),(~ 

设

},,,min{

},,,max{

21

21

n

n

XXXN

XXXM







则













n

i
iN

n

i
iM

vFvF

uFuF

1

1

))(1(1)(

)()(

32

例 系统 L 由相互独立的 n 个元件组

成,  其连接方式为 (1)串联;  (2)并联；

若 n 个元件寿命分别为 nXXX ,,, 21 

~ ( ), 1, 2, ,iX Exp i n  

且

求在以上 两 种组成方式下, 系统 L 的
寿命 X 的 d.f.

33

解



 




其它,0

0,
)( i

x

iX

xe
xf

i

i





 




其它,0

0,1
)( i

x

iX

xe
xF

i

i



34

(1) },,,min{ 21 nXXXX 





n

i
XX xFxF

i
1

))(1(1)(











0,0

0,
)(

x

xen
xf

xn

X













0,1

,0,
)(1

x

xe
xF

x

Xi



35

(2) },,,max{ 21 nXXXX 





n

i
XX xFxF

i
1

)()(

1(1 ) , 0
( )

0, 0

x x n

X

n e e x
f x

x

      
 













0,0

,0,)1(

x

xe nx

例 G ={( x , y ) : 0  x  2 , 0  y  1}，( X ,Y )  

为G内的均匀分布，求, Z 1 = max ( X , Y ) 

Z 2 = min ( X,Y ) 的分布密度函数与分布函数.
解 （法1）用定义求.

（法2）可知矩形内的均匀分布的 X , Y
是相互独立的.

1

2

0, 0

1
0 1

2( )
1

1 2
2
1 1

z

z

z z
F z

z z

z



  
 
  

 
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2

0 0

( ) 1 (1 )(1 ) 0 1
2
1 1

z

z

z
F z z z

z


     



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