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Summary

在第十讲中，我们主要介绍了集成学习，介绍了其思想以及一些相关的算法。在第一节中，
我们主要介绍了集成学习的动机。第二节中，我们主要讲述了 AdaBoost 算法，介绍了指数损
失函数，以及 αt 和 Dt 的推导。第三节中，我们讲述了以 bagging 和随机深林算法为例的并
行方法。第四节中，我们讲了平均法、投票法以及学习法的结合策略。第五节中，我们介绍了
误差与多样性，介绍了他们之间的关系以及具体的推导过程。第六节中，我们从四种扰动的角
度出发，介绍了如何增加多样性。第七节中，我们对课堂上的常见问题进行了整理归纳。
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Chapter 1

集成学习

1.1 Motivation

集成学习（ensemble learning），一般而言是指通过构建并结合多个学习器来完成学习任
务的系统。集成学习的一般结构：先产生一组“个体学习器”，再用某种策略将它们结合起来。
个体学习器通常由一个现成的学习算法从训练数据产生，比如我们之前学习过的神经网络，决
策树等等。
集成学习通过多个学习器进行结合，常可获得比单一学习器显著卓越的泛化性能。这对

“弱学习器”（weak learner，通常指泛化性能略优于随即猜测的学习器；比如在二分类问题上
精度略高于 50% 的分类器）尤为明显，但在实际中，我们往往希望通过比较少的个体学习器，
或是重用关于常见学习器的一些经验等，会使用比较强的学习器。
在一般经验中, 如果把好坏不等的东西渗到一起, 那么通常结果会是比最坏的要好一些, 比

最好的要坏一些. 集成学习把多个学习器结合起来, 如何能获得比最好的单一学习器更好的性
能呢？
下面考虑一个简单的例子: 在二分类任务中, 假定三个分类器在三个测试样本上的表现如

下图所示, 其中
√
表示分类正确, × 表示分类错误, 集成学习的结果通过投票法 (voting) 产生,

即“少数服从多数”。在图 1.1(a) 中, 每个分类器都只有 66.6% 的精度, 但集成学习却达到了
100%; 在图 1.1(b) 中, 三个分类器没有差别, 集成之后性能没有提高; 在图 1.1(c) 中, 每个分类
器的精度都只有 33.3%, 集成学习的结果变得更糟。这个简单的例子显示出: 要获得好的集成,
个体学习器应“好而不同”，即个体学习器要有一定的“准确性”，即学习器不能太坏, 并且要
有“多样性”(diversity)，即学习器间具有差异。
接下来，我们对集成学习分类器的总错误率做一些简单的分析。考虑二分类问题 y ∈
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图 1.1: 集成个体应“好而不同”（hi 表示第 i 个分类器）

{−1,+1} 和真实函数 f, 假定基分类器的错误率为 ϵ, 即对每个基分类器，hi 有

P (hi(x) ̸= f(x)) = ϵ (1.1)

现在假设集成通过简单投票法结合了 T 个相同的分类器，若有超过半数的分类器是正确
的，那么集成分类就是正确的，我们定义总学习器的学习能力为：

H(x) = sign
(

T∑
i=1

hi(x)

)
(1.2)

假设每个学习器的错误率相互独立，则有 Hoeffding 不等式可知，集成的错误率为：

P (H(x) ̸= f(x)) =

⌊T/2⌋∑
k=0

(
T

k

)
(1− ϵ)kϵT−k

⩽ exp
(
−1

2
T (1− 2ϵ)2

) (1.3)

根据上限，我们可以得出一个结论，只要 ϵ ̸= 1

2
，无论错误率高还是低，随着个体分类器

T 的增大，集成学习的错误率将指数级下降，最终趋于 0。结论看似实用性高，但这有一个重
要的前提假设，也就是学习器之间要相互独立，在实际情况中，个体学习器之间的准确性和多
样性本身存在一些冲突，而研究如何平衡两者，是后面学习的内容。
根据个体学习器的生成方式，可以将集成学习方法大致分为两大类，一种是并行方法：个

体学习器之间不存在强依赖关系，可同时生成的并行化方法，典型例子是 Bagging 和随机森
林（Random Forest）；还有一种是序列化方法：个体学习器之间存在强依赖关系，必须串行
生成的序列化方法，典型例子是 Boosting。
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1.2 AdaBoost 算法

首先介绍一下 Boosting 算法的原理。简单来说，Boosting 是一族可将弱学习器提升为强
学习器的算法。他的工作机制如下：先从初始训练集训练出一个基学习器，再根据基学习器的
表现对训练样本进行调整，使得先前基学习器做错的训练样本在后续受到更多关注，然后基于
调整后的样本分布来训练下一个基学习器；如此反复进行，直至基学习器数目实现达到指定的
值 T，最终将这 T 个基学习器进行加权结合。
在 Boosting 一族算法中，最著名的代表是 AdaBoost 算法，我们通过“加法模型”，也就

是集成学习总学习器的学习能力是基学习器的线性组合。
如下图（2。1）所示，我们假设总共有 m个数据，组成数据集 D = {(x1, y1) , . . . , (xm, ym)}，

其中 yi ∈ {−1,+1}，f 是真实函数从 xi 映射到 yi。我们假设有 T 个学习器，也就是训练 T
轮。注意在第一轮的时候，我们不具备任何关于样本的信息，对第一个学习器，我们采用的样
本权重也就是

1

m
。在此后的每一轮迭代，我们首先需要基于上一轮得到的分布 Dt 从数据集

D 中训练出分类器 ht。然后估计 ht 的误差。如果我们此时发现训练的学习器错误率竟然高于
50%，这说明该分类器有可能出现模型误差，或者数据误差过大等因素，在排查过后再重新训
练该学习器。最后我们通过误差更新样本分布 Dt+1，以便下次迭代。最终输出个体学习器的
线性组合。
在上述算法中，我们首先要注意到采用何种损失函数直接决定了学习器的错误率，同时也

注意其他两点：一是每个个体学习器的最终权重 αt 是如何计算的？；二是每一轮更新迭代的
Dt+1(x) 是如何更新的？下面我们将对三个部分进行逐一解析。

1.2.1 指数损失函数

在 AdaBoost 算法中，我们采用的是指数损失函数（exponential loss function），他的具体
形式为：

ℓexp(H | D) = Ex∼D
[
e−f(x)H(x)

]
(1.4)

其中 Ex∼D 表示这是 x 遵循 D 分布的一个概率密度函数。若集成学习的总学习能力函数
H(x) 能够使该损失函数最小化，我们只需要考虑（2.1）式对 H(x) 的偏导等于零：

∂ℓexp(H | D)

∂H(x)
= −e−H(x)P (f(x) = 1 | x) + eH(x)P (f(x) = −1 | x) = 0 (1.5)

我们不难发现，最终 H(x) 应该满足：

H(x) =
1

2
ln P (f(x) = 1 | x)

P (f(x) = −1 | x)
(1.6)
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图 1.2: AdaBoost 算法

这等价于：

sign(H(x)) = sign
(
1

2
ln P (f(x) = 1 | x)

P (f(x) = −1 | x)

)
=

{
1, P (f(x) = 1 | x) > P (f(x) = −1 | x)
−1, P (f(x) = 1 | x) < P (f(x) = −1 | x)

= arg max
y∈{−1,1}

P (f(x) = y | x)

(1.7)

换而言之，当我们发现使得 f(x) = 1 的样本数据 xi 较多时，我们应该合理推测最终学习
到的函数 H(x) 大于 0，相似的，当我们发现使得 f(x) = −1 的样本数数据 xj 较多时，我们
应该推测 H(x) 小于 0。这意味着 sign(H(x)) 达到了贝叶斯最优错误率；若指数损失函数最
小化，则分类错误率也将最小化。由于指数损失函数相比于一般的 0/1损失函数具有更好的数
学性质，比如连续可微，因此我们采用 exponential loss function 计算损失。

1.2.2 推导 αt

在 AdaBoost 算法中，除了第一个分类器 h1 是通过直接按照平均分布的样本进行学习产
生的；后续在 ht 基于 Dt 产生之后，该基分类器的权重 αt 应使得 αtht 最小化指数损失函数：
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ℓexp (αtht | Dt) = Ex∼Dt

[
e−f(x)αtht(x)

]
= Ex∼Dt

[
e−αtI (f(x) = ht(x)) + eαt [f(x) ̸= ht(x))

]
= e−αtPx∼Dt

(f(x) = ht(x)) + eαtPx∼Dt
(f(x) ̸= ht(x))

= e−αt (1− ϵt) + eαtϵt

(1.8)

其中，ϵt = Px∼Dt
(ht(x) ̸= f(x))，也即是第 t 轮迭代时，真实函数与该学习器学习到的

数据不同的概率。为了使得损失函数最小化，同样的，我们对其求偏导：

∂ℓexp (αtht | Dt)

∂αt

= −e−αt (1− ϵt) + eαtϵt = 0 (1.9)

由此，我们不难得到：

αt =
1

2
ln
(
1− ϵt
ϵt

)
(1.10)

这既是图 2.1 中的分类器的权重更新公式。

1.2.3 推导 Dt+1 与 Dt 的关系

在前面的讨论中，我们知道每一轮的样本分布 Dt，是基于当前的学习器学习能力进行调
整的，所以我们要首先观察每一轮的学习器 ht 是如何学习调整的。再去考虑每轮样本权重的
迭代关系。
在上述算法中，我们知道每一个 ht 应该偏向于纠正前一轮迭代得到的学习能力函数 Ht−1，

换而言之，偏向于更正与真实数据不符合的值。最理想的情况下，ht 应该可以纠正 Ht−1 的全
部错误，即最小化损失函数的 ht：

minℓexp (Ht−1 + ht | D) = Ex∼D
[
e−f(x)(Ht−1(x)+ht(x))

]
= Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)e−f(x)ht(x)

] (1.11)

在式（2.8）中，注意到 f2(x) = h2
t (x) = 1，我们可以利用一阶泰勒展开近似 e−f(x)ht(x),

得到：

ℓexp (Ht−1 + ht | D) ≃ Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

(
1− f(x)ht(x) +

f2(x)h2
t (x)

2

)]
= Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

(
1− f(x)ht(x) +

1

2

)] (1.12)

因此，理想的学习器 ht 应该使得：
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ht(x) = arg min
h

ℓexp (Ht−1 + h | D)

= arg min
h

Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

(
1− f(x)h(x) +

1

2

)]
= arg max

h

Ex∼D
[
e−f(x)Ht−1(x)f(x)h(x)

]
= arg max

h

Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

Ex∼D [e−f(x)Ht−1(x)]
f(x)h(x)

]
.

注意到 Ex∼D
[
e−f(x)Ht−1(x)

]
是一个概率的固定常数，我们可以替换上式：

Dt(x) =
D(x)e−f(x)Ht−1(x)

Ex∼D [e−f(x)Ht−1(x)]
(1.13)

根据数学期望的定义以及 Dt+1 与 Dt 的关系，我们可以得到：

Dt+1(x) =
D(x)e−f(x)Ht(x)

Ex∼D [e−f(x)Ht(x)]

=
D(x)e−f(x)Ht−1(x)e−f(x)αtht(x)

Ex∼D [e−f(x)Ht(x)]

= Dt(x) · e−f(x)αtht(x)
Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

]
Ex∼D [e−f(x)Ht(x)]

(1.14)

这既是图（2.1）中样本分布的更新公式。

1.2.4 小结

我们从基于线性模型迭代式指数损失函数的角度，推导出了图（2.1）的 AdaBoost 算法。
前面的推导过程中，我们可以发现函数的最终输出是离散的，如果我们改变输出使其变为

概率，则产生了 Real AdaBoost，它的推导和前者类似。如果我们替换指数损失函数呢？Gradient
Boosting! AdaBoost采用的是增加上一轮学习错误样本的权重的策略，而在Gradient Boosting
中则将负梯度作为上一轮基学习器犯错的衡量指标，在下一轮学习中通过拟合负梯度来纠正上
一轮犯的错误。

1.3 并行方法

1.3.1 bagging

bootstrapping samling（自主采样法）:
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我们现在有 m 个样本，每次随机抽取一个样本，记录下来，再把样本放回去；接着再随
机抽取一个样本，记录下来，把样本放回去... 一共进行 m 此采样。

以三个样本为例，如下：

图 1.3: 三个样本为例

那么，每次每个样本都有 1
m
的概率被采到。我们一共采了 m 次样本，则一个样本不被采

到的概率:
Pm = (1− 1

m
)m

lim
m→∞

Pm =
1

e
≈ 0.368

因此，通过自助采样，初始数据集 D 中约有 0.368 的样本未出现在采样数据集 D′ 中。
我们可将 D′ 用作训练集，D\D′ 用作验证集。
这样我们有数据集总量约 1

3
的，没在训练集中出现的样本用于验证。这样的验证结果，亦

称“包外估计”（out-of-bag estimate），Hoob : 0.368。
训练集被两个部分，分别用于训练和验证，测试集则用来测试。在训练的时候进行验证，

能有效的防止过拟合的现象。
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图 1.4: 验证集的作用

如上图，我们通过在验证集上 loss 的最低值时停止训练，能有效地防止过拟合现象的发
生。

Bagging 算法：
基本流程：基于自助采样法，我们可以采样出 T 个含 m 个训练样本的采样集，然后基于

每个采样集训练出一个基学习器，再将这些基学习器进行结合。
输入：D = {(xi, yi)}mi=1。

图 1.5: Bagging 算法

Dbs 是自助采样产生的样本分布
复杂度：假设基学习器的计算复杂度为O(m)，则 Bagging的复杂度大致为 T(O(m)+O(s))，

考虑到采样与投票/平均过程的复杂度 O(s) 很小。因此，其复杂度约为 T·O(m)，与直接使
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用基学习算法训练一个学习器的复杂度同阶。
由于每个基学习器只使用了初始训练集中约 0.632 的样本，剩下约 0.368 的样本可用作验

证集来对泛化性能进行“包外估计”(out-of-bag estimate)。
令 Dt 表示 ht 实际使用的训练样本集，令 Hoob(x) 表示对样本 x 的包外预测，即仅考虑

那些未使用 x 训练的基学习器上的预测，有：

Hoob(x) = arg max
y∈Y

T∑
t=1

I(ht(x) = y)I(x /∈ Dt)

Bagging 泛化误差的包外估计为：

εoob =
1

|D|
∑

(x,y)∈D

I(Hoob(x) ̸= y)

1.3.2 Random Forest 随机深林

传统决策树在选择划分属性时是在当前结点的属性集合（假定有 d 个属性）中选择一个
最优属性；在 RF 中，对基决策树的每个结点，先从该结点的属性集合中随机选择一个包含 k
个属性的子集，然后再从这个子集中选择一个最优属性用于划分。
一般情况下，推荐值 K = log2d。
随机森林的收敛性与 Bagging 相似。随机森林的起始性能往往相对较差，特别是在集成

中只包含一个基学习器时。因为通过引入属性扰动，随机森林中个体学习器的性能往往有所降
低。然而，随着个体学习器数目的增加，随机森林通常会收敛到更低的泛化误差。随机森林的
训练效率常优于 Bagging，因为在个体决策树的构建过程中，Bagging 使用的是“确定型”决
策树，在选择划分属性时要对结点的所有属性进行考察，而随机森林使用的“随机型”决策树
则只需考察一个属性子集。
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图 1.6: 集成规模对随机深林与 Bagging 的影响

1.4 结合策略

类别标记集合 {c1, c2, ..., cN}，基学习器 {h1, h2, ..., hT}
hi 在样本 x 上的预测输出表示为一个 N 维向量 (h1

i (x), h
2
i (x), ..., h

N
i (x))，其中 hj

i (x) 是
hi 在类别标记 cj 上的输出。

1.4.1 平均法

1. 简单平均法：

H(x) =
1

T

T∑
t=1

ht(x)

2. 加权平均法：

H(x) =
T∑

t=1

wtht(x), wt ≥ 0,
T∑

t=1

wt = 1
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1.4.2 投票法

1. 绝对多数投票法：

H(x) =

cj , if
∑T

i=1 h
j
i (x) > 0.5

∑N
k=1

∑T
i=1 h

k
i (x),

reject, otherwise.

2. 相对多数投票法：
H(x) = carg max

j

∑T
i=1 hj

i (x)

3. 加权投票法

H(x) = carg max
j

∑T
i=1 wih

j
i (x)

, wi ≥ 0,
T∑

i=1

wi = 1

在现实任务中，不同类型个体学习器可能产生不同类型的 hj
i (x) 值，常见有：

–类标记：hj
i ∈ {0, 1}，若 hi 将样本 x 预测为类别 cj 则取值为 1，否则为 0。使用类标记

的投票亦称“硬投票”。
–类概率：hj

i ∈ [0, 1]，相当于对后验概率 P (cj |x)的一个估计，使用类概率的投票亦称“软
投票”。
不同类型的 hj

i 值不能混用。

1.4.3 学习法

Stacking 是学习法的典型代表，这里我们把个体学习器称为初级学习器，用于结合的学习
器称为次级学习器或元学习器。

图 1.7: 初级学习器与次级学习器

在这里我们以 EOCO 作为初级学习器，得到一组向量 {v1, v2, ..., vm}，再用次级学习器，
学习数据集 {(vi, yi)}mi=1。

Stacking 的算法如下：
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图 1.8: Stacking 算法

1.5 误差与多样性

假定我们用个体学习器 h1, h2, ..., hT 通过加权平均法结合产生的集成来完成回归学习任
务 f : Rd −→ R。对事例 x，定义学习器 hi 的“分歧”为（多样性）：

A(hi|x) = (hi(x)−H(x))2

则集成的“分歧”是：

Ā(h|x) =
T∑

i=1

wiA(hi|x)

=
T∑

i=1

wi(hi(x)−H(x))2.

这里的“分歧”项表征了个体学习器在样本 x 上的不一致性，即在一个程度上反映了个体
学习器的多样性。
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个体学习器 hi 和集成 H 的平方误差分别为：

E(hi|x) = (f(x)− hi(x))
2

和
E(H|x) = (f(x)−H(x))2

令 Ē(h|x) =
∑T

i=1 wiE(hi|x) 表示个体学习器误差的加权均值，则有：

Ā(h|x) =
T∑

i=1

wiA(hi|x)

=
T∑

i=1

wi(hi(x)− f(x) + f(x)−H(x))2

=
T∑

i=1

[wi(hi(x)− f(x))2 + wi(f(x)−H(x))2 + 2wi(hi(x)− f(x))(f(x)−H(x))].

其中
∑

wi = 1,H(x) =
∑

wihi(x)，因此有：

Ā(h|x) = [
T∑

i=1

wi(hi(x)− f(x))2 + wi(f(x)−H(x))2] + 2(H(x)− f(x))(f(x)−H(x))

=
T∑

i=1

wi(hi(x)− f(x))2 − (f(x)−H(x))2.

我们有：
Ā(h|x) = Ē(h|x)− E

亦即，泛化误差 = 个体误差-多样性：

E = Ē − Ā

因此，个体学习器准确性越高，多样性越大，则集成越好。

1.6 增加多样性

1.6.1 数据样本扰动

给定初始数据集，可从中产生出不同的数据子集，再利用不同的数据子集训练出不同的个
体学习器。数据样本扰动通常是基于采样法，例如在 Bagging中使用自助采样，在 AdamBoost
中使用序列采样。
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数据样本扰动法对例如：决策树、神经网络等“不稳定基学习器”很有效（训练样本稍加
变化就会导致学习器有显著变动）；但对例如线性学习器、支持向量机等稳定基学习器就不是
很有效（他们对数据样本的扰动不敏感）。

1.6.2 输入属性扰动

即随机选取原属性空间的一个子空间来训练不同的基学习器。之前讲过的 Random Forest
就是通过输入属性扰动来获得比 Bagging 更加好的泛化性能的。但是，如果训练集中的属性
维度少，用这种方法会使得单个基学习器的性能大大下降，最终集成学习器的泛化性能不一定
有提升。

1.6.3 输出表示扰动

此类做法的基本思路是对输出表示进行操作以增强多样性。可对训练样本的类标记稍作
变动，如“翻转法”随机改变一些训练样本的标记；也可对输出表示进行转化，如“输出调制
法”将分类输出转化为回归输出后构建个体学习器；还可将原任务拆解为多个可同时求解的子
任务，如 ECOC 法利用纠错输出码将多分类任务拆解为一系列二分类任务来训练基学习器。

1.6.4 算法参数扰动

基学习算法一般都有参数需要进行设置，例如神经网络的隐藏神经元数、初始连接权值
等，通过随机设置不同的参数，往往可产生差别较大的个体学习器。例如：在卷积神经网络里
面加“Dropout”，在训练过程中不改变某些参数的值。

1.7 课堂常见问题

1. Q：对准确性和多样性不是很理解
A：在现实任务中，个体学习器是为解决同一个问题训练出来的，他们显然不可能相互独

立。事实上，个体学习器的准确性和多样性本身就存在冲突。一般的，准确性很高之后，要增
加多样性就要牺牲准确性。如何产生“好而不同”的个体学习器，是集成学习研究的核心。

2. Q：Dt+1 与 Dt 的推导中，推导动机不理解，泰勒展开不理解
A：首先，我们要明确，对于 ht，它的目标就是最小化指数损失函数，我们为了简化问题，

在第 t 次迭代目标是建立在 t-1 次迭代优化完成的基础上的。那么对于单个数据点来说，我
们需要做的就是一旦被正确分类，他的权值下降，一旦错误分类，权值上升。即，Dt(Xi) =

exp(−YiHt(Xi)).
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在推导过程中，我们利用了数据的离散化的性质，也就是 f2(x) = h2
t (x) = 1，将 e−f(x)ht(x)

进行近似处理，这是为了简化处理 ht(x) 与 f(x) 相比较得到的错误率。
3. Q：Bootstrap 抽样和 Monte Carlo 抽样思想上的区别？
A: Bootstrap抽样的基本思想是在全部样本未知的情况下，借助部分样本的有放回多次抽

样，构建某个估计的置信区间。而，蒙特卡罗是一类随机算法的统称，其主要思想是采样越多，
得到的结果越近似于最优解。更多的是从总体中抽一个样本，计算估计量（均值等），作为整
体估计。

Monte Carlo 和 Bootstrap 是两种思想，都是基于 random sampling 去近似某一目标。
Monte Carlo的目标一般是一个难以计算的积分，bootstrap的目标一般是统计推断。bootstrap
是从部分样本有放回的重采样 i 次（全部样本是未知的），将多次抽样的估计量（均值等）的
分布作为整体的分布结果。而蒙特卡罗是在已知总体样本的情况下，不想计算全部值，就从中
抽取一个样本（或多个），用这个抽取样本的估计量当做整体估计。
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